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n を自然数とし，媒介変数 t
(
0 ≦ t ≦ 2π

n+ 2

)
を用いて

xn = (n+ 1) cos t+ cos((n+ 1)t)

yn = (n+ 1) sin t− sin((n+ 1)t)

で表される曲線を Cn とする．また，

Sn = 1
2

∫ 2π
n+2

0

(
xn

dyn
dt

− yn
dxn

dt

)
dt

とし，Ln を Cn の長さとする．このとき，以下の問いに答えよ．

(1)
dxn

dt
,

dyn
dt
を求めよ．

(2) Sn を求めよ．

(3) Ln を求めよ．

(4) an =
S1S2 · · ·Sn

n!L1L2 · · ·Ln
とするとき，無限級数

∞∑
n=1

an の収束，発散を調べ，収束す

るときはその和を求めよ．
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【答】

(1)
dxn

dt
= −(n+ 1){sin t+ sin((n+ 1)t)}, dyn

dt
= (n+ 1){cos t− cos((n+ 1)t)}

(2) Sn =
n(n+ 1)

n+ 2
π

(3) Ln =
8(n+ 1)

n+ 2

(4)
∞∑

n=1

an = π
8− π

【解答】

C :

{
xn = (n+ 1) cos t+ cos((n+ 1)t)

yn = (n+ 1) sin t− sin((n+ 1)t)

(1) tで微分すると

dxn

dt
= −(n+ 1) sin t− (n+ 1) sin((n+ 1)t)

= −(n + 1){sin t + sin((n + 1)t)} ……（答）

dyn
dt

= (n+ 1) cos t− (n+ 1) cos((n+ 1)t)

= (n + 1){cos t − cos((n + 1)t)} ……（答）

となる．
(2) (1)の結果より

xn
dyn
dt

= (n+ 1){(n+ 1) cos t+ cos((n+ 1)t)}{cos t− cos((n+ 1)t)}

= (n+ 1){(n+ 1) cos2 t− n cos t cos((n+ 1)t)− cos2((n+ 1)t)}

yn
dxn

dt
= −(n+ 1){(n+ 1) sin t− sin((n+ 1)t)}{sin t+ sin((n+ 1)t)}

= −(n+ 1){(n+ 1) sin2 t+ n sin t sin((n+ 1)t)− sin2((n+ 1)t)}
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であるから

xn
dyn
dt

− yn
dxn

dt

= (n+ 1){(n+ 1)− n cos t cos((n+ 1)t) + n sin t sin((n+ 1)t)− 1}
= (n+ 1){n− n cos t cos((n+ 1)t) + n sin t sin((n+ 1)t)}
= n(n+ 1){1− cos((n+ 2)t)}

である．したがって

Sn = 1
2

∫ 2π
n+2

0

(
xn

dyn
dt

− yn
dxn

dt

)
dt

=
n(n+ 1)

2

∫ 2π
n+2

0

{1− cos((n+ 2)t)} dt

=
n(n+ 1)

2

[
t− sin((n+ 2)t)

n+ 2

] 2π
n+2

0

=
n(n+ 1)

2
· 2π
n+ 2

=
n(n + 1)

n + 2
π ……（答）

である．
(3) (1)の結果より(

dxn

dt

)2

+
(
dyn
dt

)2

= (n+ 1)2{sin t+ sin((n+ 1)t)}2 + (n+ 1)2{cos t− cos((n+ 1)t)}2

= (n+ 1)2{sin2 t+ 2 sin t sin((n+ 1)t) + sin2((n+ 1)t)

+ cos2 t− 2 cos t cos((n+ 1)t) + cos2((n+ 1)t)}

= 2(n+ 1)2{1− cos((n+ 2)t)}

= 4(n+ 1)2 sin2
(
n+ 2
2

t
)

ここで，0 ≦ n+ 2
2

t ≦ n+ 2
2

· 2π
n+ 2

= π であり，sin
(
n+ 2
2

t
)
≧ 0であるから

Ln =

∫ 2π
n+2

0

√(
dxn

dt

)2

+
(
dyn
dt

)2

dt

= 2(n+ 1)

∫ 2π
n+2

0

sin
(
n+ 2
2

t
)
dt

= 2(n+ 1)
[
− 2

n+ 2
cos

(
n+ 2
2

t
)] 2π

n+2

0

= 2(n+ 1)
(

2
n+ 2

+ 2
n+ 2

)
=

8(n + 1)

n + 2
……（答）

である．
(4) (2)，(3) の結果より

Sk

Lk
=

k(k + 1)

k + 2
π · k + 2

8(k + 1)
= kπ

8
(k = 1, 2, · · · , n)

であり

an =
S1S2 · · ·Sn

n!L1L2 · · ·Ln
= 1

n!

(
1π
8

)(
2π
8

)
· · ·

(
nπ
8

)
=

(
π
8

)n

である．
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{an}は初項 a1 = π
8
，公比 π

8

(
π
8

< 1
)
の等比数列であり，この無限等比級数は収束

する．その和は

∞∑
n=1

an =

π
8

1− π
8

= π
8 − π

……（答）

である．


