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座標平面上の点 P1, P2, P3, P4, · · ·が
#               »

PnPn+1 = (1, 2n) (n = 1, 2, 3, · · ·)

すなわち
#        »

P1P2 = (1, 2),
#        »

P2P3 = (1, 4),
#        »

P3P4 = (1, 8), · · ·

を満たしている．次の問いに答えよ．

(1)
#        »

P1P3 および
#        »

P1P4 を成分表示せよ．また，n = 2, 3, 4, · · ·とするとき， #         »

P1Pn

を nの式で成分表示せよ．

(2)
#»

a = (a1, a2)，
#»

b = (b1, b2) とするとき，

| #»

a |2| #»

b |2 − (
#»

a · #»

b )2 = (a1b2 − a2b1)
2

が成り立つことを示せ．

(3) n = 2, 3, 4, · · ·とするとき，P1, Pn, Pn+1 を頂点とする三角形の面積 Sn を n

の式で表せ．

(4) n = 3, 4, 5, · · ·とするとき，P1, P2, P3, · · · , Pn を頂点とする n角形の面積

Tn を nの式で表せ．
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【答】

(1)
#        »
P1P3 = (2, 6)，

#        »
P1P4 = (3, 14)，

#         »
P1Pn = (n− 1, 2n − 2)

(2) 略

(3) Sn = (n− 2)2n−1 + 1

(4) Tn = (n− 4)2n−1 + n+ 2

【解答】
#               »
PnPn+1 = (1, 2n) (n ≧ 1)

(1) 順に
#        »
P1P3 =

#        »
P1P2 +

#        »
P2P3 = (1, 2) + (1, 4) = (2, 6) ……（答）

#        »
P1P4 =

#        »
P1P3 +

#        »
P3P4 = (2, 6) + (1, 8) = (3, 14) ……（答）

である．同じようにして
#               »
P1Pn+1 =

#         »
P1Pn +

#               »
PnPn+1

∴ #               »
P1Pn+1 =

#         »
P1Pn + (1, 2n)

であるから，n ≧ 2のとき

#         »
P1Pn =

#        »
P1P1 +

n−1∑
k=1

(
1, 2k

)
= (0, 0) +

(
n− 1,

2(2n−1 − 1)

2− 1

)
= (n − 1, 2n − 2) ……（答）

である．
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(2)
#»
a = (a1, a2)，

#»

b = (b1, b2) のとき

| #»
a |2| #»

b |2 − (
#»
a · #»

b )2

= (a1
2 + a2

2)(b1
2 + b2

2)− (a1b1 + a2b2)
2

= (a1
2b1

2 + a1
2b2

2 + a2
2b1

2 + a2
2b2

2)− (a1
2b1

2 + 2a1b1a2b2 + a2
2b2

2)

= a1
2b2

2 + a2
2b1

2 − 2a1b1a2b2

= (a1b2 − a2b1)
2

が成り立つ． …… (証明終わり)

(3) (1)より
#         »
P1Pn = (n− 1, 2n − 2),
#               »
P1Pn+1 =

(
n, 2n+1 − 2

)
であり，三角形△P1PnPn+1 の面積 Sn は

Sn = 1
2
| #         »
P1Pn||

#               »
P1Pn+1| sin∠PnP1Pn+1

= 1
2

√
| #         »
P1Pn|2|

#               »
P1Pn+1|2(1− cos2 ∠PnP1Pn+1)

= 1
2

√
| #         »
P1Pn|2|

#               »
P1Pn+1|2 − (

#         »
P1Pn · #               »

P1Pn+1)2

= 1
2
|(n− 1)(2n+1 − 2)− (2n − 2)n| (∵ (2))

= 1
2
|(2n− 2− n)2n − 2n+ 2 + 2n|

= (n − 2)2n−1 + 1 ……（答）

である．
(4) n ≧ 3のとき，P1, P2, P3, · · · , Pn を頂点とする n角形を△P1P2P3, △P1P3P4, · · ·，
△P1Pn−1Pn として n− 2個の三角形に分割する．n角形 P1P2P3 · · ·Pn の面積 Tn は

Tn = S2 + S3 + · · ·+ Sn−1

=
n−1∑
k=2

{(k − 2)2k−1 + 1}

=
n−1∑
k=2

{(k − 2)2k−1}+ (n− 2)

ここで，Un =
n−1∑
k=2

{(k − 2)2k−1}とおくと

Un = 0 + 1× 22 + 2× 23 + · · ·+ (n− 3)× 2n−2

2Un = 1× 23 + · · ·+ (n− 4)× 2n−2 + (n− 3)× 2n−1

辺々ひくと

−Un = 22 + 23 + · · ·+ 2n−2 − (n− 3)2n−1

= 22 2n−3 − 1
2− 1

− (n− 3)2n−1

= 2n−1 − 4− (n− 3)2n−1

= (4− n)2n−1 − 4

∴ Un = (n− 4)2n−1 + 4

である．
よって

Tn = Un + (n− 2) = (n − 4)2n−1 + n + 2 ……（答）

である．


