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正方形に対して，その 2本の対角線の交点を，その正方形の中心と呼ぶ．また，す

べての内角が 180◦未満の四角形を凸四角形と呼ぶ．このとき，以下の問いに答えよ．

(1) 複素数平面上に正方形 PQRSがあり，その中心 Tから見て 4点 P，Q，R，Sは

反時計回りに並んでいる．頂点 P，Qの座標を表す複素数を p, q とするとき，中

心 Tの座標を表す複素数 tを p, qを用いて表せ．

(2) 複素数平面上に凸四角形 ABCDがある．頂点 A，B，C，Dの座標を表す複素数

をそれぞれ α, β, γ, δとする．四角形 ABCDの外側に線分 ABを 1辺とする正方

形を描きその中心を Xとする．同様に，ABCDの外側に線分 BCを 1辺とする正

方形を描きその中心を Yとし，ABCDの外側に線分 CDを 1辺とする正方形を描

きその中心を Zとし，ABCDの外側に線分 DAを 1辺とする正方形を描きその中

心をWとする．このとき，XZ = YWであり，かつ，直線 XZと直線 YWが直交

することを証明せよ．

(3) (2)において，線分 XZと線分 YWがそれらの中点で交わるとき，四角形 ABCD

はどのような四角形になるか，理由とともに述べよ．
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【答】

(1) t = 1 + i
2

(q − ip)

(2) 略
(3) 平行四辺形

【解答】

(1) 点 Q(q)は点 P(p)を点 T(t)を中心として π
2
回転した点であるから
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q − t =
(
cos π

2
+ i sin π

2

)
(p− t)

q − t = i(p− t)

(1− i)t = q − ip

∴ t =
q − ip
1− i

=
1 + i
2

(q − ip) ……（答）

である．
(2) 点 A(α), B(β), C(γ), D(δ) を頂点とす

A(α)

B(β)
C(γ)

D(δ)

X(x)

Y(y)

Z(z)

W(w)

る凸四角形ABCDの辺AB，BC，CD，DA
の外側につくられた正方形の中心がそれぞれ
X(x), Y(y), Z(z), W(w)であるから，(1)

により

x = 1 + i
2

(α− iβ)

y = 1 + i
2

(β − iγ)

z = 1 + i
2

(γ − iδ)

w = 1 + i
2

(δ − iα)

である． {
XZ = YW

XZ ⊥ YW
…… (∗)
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を示すには

w − y =
(
cos π

2
+ i sin π

2

)
(z − x)

すなわち

w − y
z − x

= i

が成り立つことを示せばよい．

w − y
z − x

=
(δ − iα)− (β − iγ)

(γ − iδ)− (α− iβ)

=
δ − β + i(γ − α)

γ − α+ i(β − δ)

= i ·
1
i
(δ − β) + (γ − α)

(γ − α) + i(β − δ)

= i · (δ − β) + i(γ − α)

i(γ − α)− (β − δ)

= i

であるから，(∗)は成り立つ． …… (証明終わり)

(3) 線分 XZと線分 YWがそれらの中点で交わるから

x+ z
2

=
y + w

2

(α− iβ) + (γ − iδ) = (β − iγ) + (δ − iα)

α+ γ − i(β + δ) = β + δ − i(α+ γ)

(α+ γ)(1 + i)− (1 + i)(β + δ) = 0

(α+ γ − β − δ)(1 + i) = 0

∴ α− β = δ − γ

#   »
BA =

#   »
CDであり，四角形 ABCDは 平行四辺形 である． ……（答）


