
1

iを虚数単位とする．複素数 zについての方程式

z2 − 4iz = 4
√
3i …… (∗)

の 2つの解を α, β (|α| < |β|)とし，α, β が表す複素数平面上の点をそれぞれ A，B

とする．

(1) 方程式 (∗)は(
z − 13 i

)2
= 14

(
cos

15

16
π + i sin

15

16
π

) (
0 ≦ 15

16
π < 2π

)
と表せるので，

α = −
√

17 +
(
18 −

√
19

)
i

である．

(2) 線分ABの長さは 20
√

21 である．また，線分ABを対角線とする正方形の残

りの 2頂点を表す複素数は

−
√

22 +
(
23 +

√
24

)
i と

√
22 +

(
23 −

√
24

)
i

である．
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【解答】
z2 − 4iz = 4

√
3i ……(∗)

(1) 方程式 (∗)を変形すると
(z − 2i)2 = −4 + 4

√
3i

= 8

(
− 1

2
+

√
3
2

i

)
∴ (z − 2i)2 = 8

(
cos 2

3
π + i sin 2

3
π
)

…… 1⃝ ……（答）

となる．z − 2i = r(cos θ + i sin θ) (r > 0, 0 ≦ θ < 2π)とおくと

(z − 2i)2 = r2(cos 2θ + i sin 2θ)

であるから， 1⃝の右辺と比較すると{
r2 = 8

2θ = 2
3
π + 2nπ (nは整数)

であり，r > 0, 0 ≦ θ < 2π に注意すると

r = 2
√
2, θ = π

3
, π

3
+ π

であり

z = 2i+ 2
√
2
(
cos π

3
+ i sin π

3

)
, 2i+ 2

√
2
(
cos 4π

3
+ i sin 4π

3

)
=

√
2 + (2 +

√
6)i, −

√
2 + (2−

√
6)i

である．(∗)の 2解 α, β は |α| < |β|を満たすから
α = −

√
2+ (2−

√
6)i ……（答）

である．



2

(2) 線分 ABの長さ |β − α|は

|β − α| = (
√
2 + (2 +

√
6)i)− (−

√
2 + (2−

√
6)i)

= |2
√
2 + 2

√
6i|

= 2
√
2 + 6

= 4
√
2 ……（答）

である．

A

B

M2

x

y

O

線分 ABの中点 Mを表す複素数は 2iであり，線分 ABを対
角線とする正方形の残りの 2頂点は，点Mを中心として点 Bを
± π

2
だけ回転した点である．それらを表す複素数を γ とおくと

γ − 2i =
(
cos

(
± π

2

)
+ i sin

(
± π

2

))
(β − 2i)

γ − 2i = ±i(β − 2i)

γ = 2i± i(
√
2 +

√
6i)

よって，2頂点を表す複素数は

−
√
6+ (2+

√
2)i と

√
6 + (2−

√
2)i ……（答）

である．


