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a を実数とする．方程式

x3 − 3ax+ 1√
2

= 0

が虚数解を持つ a の範囲を求めよ．
(25 千葉大 1(2))

【答】 a < 1
2

【解答】

f(x) = x3 − 3ax+ 1√
2

とおく．aは実数であるから，実数係数の 3次方程式 f(x) = 0が虚数解をもつとき，その共
役複素数も解であるから

「f(x) = 0 が虚数解を持つ」

ということは

「f(x) = 0 が 1つの実数解と互いに共役な複素数解をもつ」

ということであり

「f(x) = 0 の実数解はただ 1つである」 …… (∗)

ということである．y = f(x)のグラフと x軸の共有点について調べる．

f ′(x) = 3x2 − 3a = 3(x2 − a)

( i ) a < 0のとき，すべての xに対し f ′(x) > 0であり，f(x)は単調増加である．y = f(x)の
グラフと x軸の共有点は 1個であり，(∗)を満たす．

(ii) a = 0のとき，f(x) = x3 + 1√
2

=
(
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であるから，f(x) = 0はただ 1つの実数解 x = −2−
1
6 をもつ．

(iii) a > 0のとき，f(x)は x = ±
√
aで極値をとるから

(∗) ⇐⇒ (極大値)(極小値) > 0 …… 1⃝

である．

(極大値)(極小値) = f(−
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> 0であり， 1⃝であるための aの条件は

1− 2a > 0 ∴ a < 1
2

であり，a > 0とあわせて

0 < a < 1
2

である．
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( i )，(ii)，(iii)をまとめると，求める aの範囲は

a < 1
2

……（答）

である．

• f(x) = 0 ⇐⇒ x3 + 1√
2

= 3ax

曲線 y = x3 + 1√
2
と直線 y = 3axの共有点について調べる．

y′ = 3x2

であり，y = x3 + 1√
2
上の点

(
t, t3 + 1√

2

)
における接線の方程式は

y = x3 + 1√
2

y = 3ax

x

y

O

y = 3t2(x− t) + t3 + 1√
2

∴ y = 3t2x− 2t3 + 1√
2

…… ア⃝

である．y = 3axは aの値にかかわらず原点を通る
直線であり，ア⃝が原点を通るのは

0 = −2t3 + 1√
2

∴ t3 = 1

2
√
2

∴ t = 1√
2

のときである．このとき ア⃝は

y = 3
2
x

であり，求める aの範囲は

3a < 3
2

∴ a < 1
2

である．


