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座標平面において，y = x2 − 1で表される放物線を C とする．C 上の点 Pにおけ

るの接線を ℓとする．ただし，点 Pは y軸上にはないものとする．Oを原点とし，放

物線 C と線分 OPおよび y軸で囲まれた図形の面積を S，放物線 C と接線 ℓおよび

y軸で囲まれた図形の面積を T とする．S − T の最大値を求めよ．
(25 大阪大 文系 3)

【答】 1
3

【解答】
C : y = x2 − 1

y′ = 2x C
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C 上の点 P(p, p2 − 1) (p \= 0)における接線 ℓの方程式は

y = 2p(x− p) + p2 − 1

∴ ℓ : y = 2px− p2 − 1

である．ℓと y 軸との交点を Qとおくと，Qの座標は

Q
(
0, − p2 − 1

)
であり，△OPQの面積 S + T は

S + T = 1
2
(p2 + 1)|p|

C は y 軸に関して対称であるから，p > 0として考える．この
とき

S + T = 1
2
(p2 + 1)p

である．また

T =

∫ p

0

{(x2 − 1)− (2px− p2 − 1)} dx

=

∫ p

0

(x2 − p)2 dx =

[
(x− p)3

3

]p

0

=
p3

3

であるから

S = (S + T )− T = 1
2
(p2 + 1)p− p3

3
=

p3

6
+

p
2

である．したがって

S − T =

(
p3

6
+

p
2

)
− p3

3
= − p3

6
+

p
2

である．f(p) = − p3

6
+

p
2

(p > 0)とおくと

f ′(p) = − p2

2
+ 1

2
= − 1

2
(p+ 1)(p− 1)

であるから，p > 0における f(p)の増減は下表となる．

p (0) · · · 1 · · ·
f ′(p) + 0 −
f(p)

f(1) = − 1
6

+ 1
2

= 1
3

よって，S − T の最大値は 1
3
である， ……（答）


