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関数 f(x) は 3次導関数 f ′′′(x)を持ち，f ′(0) = 0であり，すべての実数 xに対し

て f ′′(x) > 0, f ′′′(x) < 0を満たすものとする．また，0 < a < b とし，

F =
f(b) + f(a)

2
(b− a)−

∫ b

a

f(x) dx

とする．このとき，以下の問いに答えよ．

(1) F > 0 を示せ．

(2) F < 1
2

{
f(a)− 2f

(
a+ b
2

)
+ f(b)

}
(b− a)を示せ．

(3) f(a)− 2f
(
a+ b
2

)
+ f(b) < b− a

2
f ′(b) を示せ．

(4) F <
(b− a)3

4
f ′′(a) を示せ．
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【答】

(1) 略
(2) 略
(3) 略
(4) 略

【解答】
f ′(0) = 0, f ′′(x) > 0, f ′′′(x) < 0

F =
f(b) + f(a)

2
(b− a)−

∫ b

a

f(x) dx (0 < a < b)

(1) g(t) =
f(t) + f(a)

2
(t− a)−

∫ t

a

f(x) dx (a ≦ t)

とおく．a < tにおいて

g′(t) =
f ′(t)

2
(t− a) +

f(t) + f(a)

2
· 1− f(t)

=
f ′(t)

2
(t− a)− f(t)− f(a)

2

g′′(t) =
f ′′(t)

2
(t− a) +

f ′(t)

2
· 1− f ′(t)

2

=
f ′′(t)

2
(t− a)

> 0 (∵ f ′′(t) > 0, a < t)

g′(t)は単調増加である．さらに，g′(a) = 0であるから，a < tにおいて g′(t) > 0である．
したがって，g(t)は単調増加である．さらに，g(a) = 0であるから，a < tにおいて g(t) > 0

である．
よって，0 < a < bのとき g(b) > 0，すなわち F > 0である． …… (証明終わり)

• x > 0において，f ′′(x) > 0より，y = f(x)のグラフは下に

a b

y = f(x)

x

y

O

A

D

B

C

F

凸である．さらに，f ′(x)は単調増加であり，かつ f ′(0) = 0

であるから，x > 0においては f ′(x) > 0，すなわち f(x)は
単調増加である．よって，y = f(x) (x > 0)のグラフは右図
となる．0 < a < bのとき

F =
f(b) + f(a)

2
(b− a)−

∫ b

a

f(x) dx

= (台形 ABCDの面積)− (斜線部分の面積)

> 0

である．
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(2) h(t) = 1
2

{
f(a)− 2f

(
a+ t
2

)
+ f(t)

}
(t− a)− g(t) (a ≦ t)

とおくと

h(t) =
f(t) + f(a)

2
(t− a)− f

(
t+ a
2

)
(t− a)− g(t)

=

∫ t

a

f(x) dx− f
(
t+ a
2

)
(t− a)

である．

h′(t) = f(t)− f ′
(
t+ a
2

)
1
2

· (t− a)− f
(
t+ a
2

)
· 1

= f(t)− f
(
t+ a
2

)
− f ′

(
t+ a
2

)
t− a
2

である．平均値の定理より

f(t)− f
(
t+ a
2

)
t− t+ a

2

= f ′(c)

∴ f(t)− f
(
t+ a
2

)
= f ′(c) t− a

2

となる c
(
t+ a
2

< c < t
)
が存在するから

h′(t) = f ′(c) t− a
2

− f ′
(
t+ a
2

)
t− a
2

=
{
f ′(c)− f ′

(
t+ a
2

)}
t− a
2

> 0
(
∵ f ′′(x) > 0より f ′(x)は単調増加かつ t+ a

2
< c, a < t

)
であり，h(t)は単調増加である．さらに，h(a) = 0であるから

h(t) > 0 (a < t)

が成り立つ．
よって 0 < a < bのとき h(b) > 0，すなわち

F < 1
2

{
f(a)− 2f

(
a+ b
2

)
+ f(b)

}
(b− a)

である． …… (証明終わり)

• y = f(x)上の点
(
a+ b
2

, f
(
a+ b
2

))
における接線 ℓの方

a b

y = f(x)

x

y

O

A

D

B

C

F

ℓ

P

Q

a+b
2

程式は

y = f ′
(
a+ b
2

)(
x− a+ b

2

)
+ f

(
a+ b
2

)
であり，ℓ と直線 AD，BC との交点をそれぞれ P，Q とお
くと

AP = f(a)−
{
f ′
(
a+ b
2

)(
a− a+ b

2

)
+ f

(
a+ b
2

)}
= f(a)− f ′

(
a+ b
2

)
a− b
2

− f
(
a+ b
2

)
BQ = f(b)−

{
f ′
(
a+ b
2

)(
b− a+ b

2

)
+ f

(
a+ b
2

)}
= f(b)− f ′

(
a+ b
2

)
b− a
2

− f
(
a+ b
2

)
台形 APQBの面積は

1
2
(AP + BQ)(b− a) = 1

2

{
f(a) + f(b)− 2f

(
a+ b
2

)}
(b− a)

である．F は台形 APQBに含まれる図形の面積であり

F < (台形 APQBの面積)
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であるから

F < 1
2

{
f(a)− 2f

(
a+ b
2

)
+ f(b)

}
(b− a)

である．

(3) 目標の不等式の左辺 f(a)− 2f
(
a+ b
2

)
+ f(b)は

(左辺) =
{
f(a)− f

(
a+ b
2

)}
+

{
f(b)− f

(
a+ b
2

)}
と変形される．平均値の定理より

f
(
a+ b
2

)
− f(a) = f ′(c1)

(
a+ b
2

− a
)
= f ′(c1)

b− a
2

f(b)− f
(
a+ b
2

)
= f ′(c2)

(
b− a+ b

2

)
= f ′(c2)

b− a
2

となる c1, c2
(
a < c1 < a+ b

2
< c2 < b

)
が存在するから

(左辺) = −f ′(c1)
b− a
2

+ f ′(c2)
b− a
2

= {f ′(c2)− f ′(c1)} b− a
2

…… 1⃝

である．
f ′′(x) > 0より f ′(x)は単調増加であり，f ′(0) = 0かつ 0 < a < c1 より f ′(c1) > 0であ

る．f ′(c2)− f ′(c1) > f ′(c2)であるから

(左辺) < f ′(c2)
b− a
2

< f ′(b) b− a
2

(∵ b− a > 0, c2 < b)

すなわち

f(a)− 2f
(
a+ b
2

)
+ f(b) < b− a

2
f ′(b)

である． …… (証明終わり)

(4) (2)と 1⃝より

F < 1
2

· {f ′(c2)− f ′(c1)} b− a
2

· (b− a)

=
(b− a)2

4
{f ′(c2)− f ′(c1)} (0 < a < c1 < c2 < b)

平均値の定理より

f ′(c2)− f ′(c1) = f ′′(d)(c2 − c1)

となる d (c1 < d < c2)が存在する．したがって

F <
(b− a)2

4
f ′′(d)(c2 − c1)

である．f ′′′(x) < 0より f ′′(x)は単調減少であるから

f ′′(d) < f ′′(a) (∵ a < d)

0 < c2 − c1 < b− aであるから

F <
(b− a)2

4
· f ′′(a)(b− a)

すなわち

F <
(b− a)3

4
f ′′(a)

である． …… (証明終わり)


