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すべての実数 x に対して定義された関数

f(x) = 16− x2
√
x4 − 2x2 + 16

について，以下の問いに答えよ．

(1) f ′(x) = 0を満たす実数 xをすべて求めよ．

(2) f ′′(x) = 0を満たす実数 xをすべて求めよ．

(3) y = f(x)の凹凸，変曲点，ならびに漸近線を調べて，そのグラフの概形を描け．

(4) 点 (0, t)から曲線 y = f(x)に接線が引けるような実数 tの範囲を求めよ．

(25 千葉大 7)

【答】

(1) x = 0
(2) x = 0, ± 2

(3) 略

(4) −1 < t ≦ 8
√
6

3

【解答】

f(x) = 16− x2

√
x4 − 2x2 + 16

(1) f(x)を微分すると

f ′(x) =

(−2x)
√
x4 − 2x2 + 16− (16− x2) · 4x3 − 4x

2
√
x4 − 2x2 + 16

x4 − 2x2 + 16

=
−2x(x4 − 2x2 + 16) + 2x(x2 − 16)(x2 − 1)

(x4 − 2x2 + 16)
3
2

=
2x{−(x4 − 2x2 + 16) + (x4 − 17x2 + 16)}

(x4 − 2x2 + 16)
3
2

= −30x3

(x4 − 2x2 + 16)
3
2

であり，f ′(x) = 0を満たす実数 xのすべては

x = 0 ……（答）

である．
(2) f ′(x)を微分すると

f ′′(x) = −30
3x2 · (x4 − 2x2 + 16)

3
2 − x3 · 3

2
(x4 − 2x2 + 16)

1
2 (4x3 − 4x)

(x4 − 2x2 + 16)3

= −30
3x2(x4 − 2x2 + 16)− 3x3(2x3 − 2x)

(x4 − 2x2 + 16)
5
2

= −30
3x2{(x4 − 2x2 + 16)− (2x4 − 2x2)}

(x4 − 2x2 + 16)
5
2

= 90
x2(x4 − 16)

(x4 − 2x2 + 16)
5
2

= 90
x2(x+ 2)(x− 2)(x2 + 4)

(x4 − 2x2 + 16)
5
2



2

であり，f ′′(x) = 0を満たす実数 xのすべては

x = 0, ± 2 ……（答）

である．
(3) f(x)は偶関数であり，y = f(x)のグラフは y軸に関し

x 0 · · · 2 · · ·

f ′(x) 0 − − −

f ′′(x) 0 − 0 +

f(x)

て対称である．
x ≧ 0での f(x)の増減，凹凸は右表となる．さらに

f(0) = 16√
16

= 4

f(2) = 12√
16− 8 + 16

= 12

2
√
6

=
√
6

lim
x#»∞

f(x) = lim
x#»∞

16
x2 − 1√

1− 2
x2 + 16

x4

= −1

である．対称性も考えると，y = f(x)の変曲点は
(
±2,

√
6
)
である．

ならびに漸近線は y = −1 であり，y = f(x)のグラフの概形は下図となる．

2

√
6

−2−4 4

−1

4

y = f(x)

x

y

O

(4) y = f(x)のグラフの対称性より x ≧ 0の範囲で調べればよい．
y = f(x) (x ≧ 0)上の点 (s, f(s))における接線の方程式は

y = f ′(s)(x− s) + f(s)

であるから，点 (0, t)から曲線 y = f(x)に接線が引けるための条件は

t = f ′(s)(0− s) + f(s)を満たす実数 s (≧ 0)が存在する

ことである．

g(s) = −sf ′(s) + f(s)

とおき，sが s ≧ 0の範囲を動くときの g(s)の動く範囲を求める．

s 0 · · · 2 · · ·

g′(s) + 0 −

g(s)

g′(s) = −f ′(s)− sf ′′(s) + f ′(s)

= −sf ′′(s)

= −90
s3(s+ 2)(s− 2)(s2 + 4)

(s4 − 2s2 + 16)
5
2

であり，s ≧ 0における g(s)の増減は右表となる．

g(0) = −0 + f(0) = 4

g(2) = −2f ′(2) + f(2) = −2 · −30 · 8
(16− 8 + 16)

3
2

+
√
6

= 2 · 30 · 8
24 · 2

√
6

+
√
6 = 10√

6
+

√
6 =

8
√
6

3



3

lim
s#»∞

g(s) = lim
s#»∞

{
−s · −30s3

(s4 − 2s2 + 16)
3
2

+ f(s)

}

= lim
s#»∞

{
30(

s
4
3 − 2

s
2
3

+ 16

s
8
3

) 3
2

+ f(s)

}

= 0− 1

= −1

であるから

−1 < g(s) ≦ 8
√
6

3

である．よって，求める tの範囲は

−1 < t ≦ 8
√
6

3
……（答）

である．


