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f(x) = 1
x2 + 1

とする．原点を Oとする座標平面上の曲線 y = f(x) (x > 0)上の

点 (t, f(t))における接線を ℓとし，ℓと x軸の交点を P，ℓと y軸の交点をQとする．

また，三角形 OPQの面積を S とする．

(1) 接線 ℓの方程式を求めよ．

(2) S を tを用いて表せ．

(3) tが 0 < t < 1の範囲を動くとき，S の最小値を求めよ．
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【答】

(1) ℓ : y = − 2t
(t2 + 1)2

x+ 3t2 + 1
(t2 + 1)2

(2) S =
(3t2 + 1)2

4t(t2 + 1)2

(3)
9
√
3

16

【解答】

f(x) = 1
x2 + 1

(1) 微分すると

f ′(x) = −2x
(x2 + 1)2

であり，曲線 y = f(x) (x > 0)上の点 (t, f(t))における接線 ℓの方程式は

y = −2t
(t2 + 1)2

(x− t) + 1
t2 + 1

= −2t
(t2 + 1)2

x+ 2t2

(t2 + 1)2
+ 1

t2 + 1

∴ ℓ : y = − 2t
(t2 + 1)2

x +
3t2 + 1

(t2 + 1)2
……（答）

である．
(2) Pは ℓと x軸の交点，Qは ℓと y軸の交点であり，

y = f(x)

P

Q

t

1

x

y

O

P，Qの座標は

P
(
3t2 + 1

2t
, 0

)
, Q

(
0, 3t2 + 1

(t2 + 1)2

)
である．
三角形 OPQは右図の斜線部分であり，面積 S は

S = 1
2

· 3t2 + 1
2t

· 3t2 + 1
(t2 + 1)2

(∵ t > 0)

=
(3t2 + 1)2

4t(t2 + 1)2
…… 1⃝ ……（答）

である．
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(3) S > 0であるから， 1⃝の対数をとると

logS = 2 log(3t2 + 1)− log 4− log t− 2 log(t2 + 1) (∵ 0 < t < 1)

微分すると

S′

S
= 2 · 6t

3t2 + 1
− 1

t
− 2 · 2t

t2 + 1

=
12t2(t2 + 1)− (3t2 + 1)(t2 + 1)− 4t2(3t2 + 1)

t(3t2 + 1)(t2 + 1)

= −3t4 + 4t2 − 1
t(3t2 + 1)(t2 + 1)

= − (3t2 − 1)(t2 − 1)

t(3t2 + 1)(t2 + 1)

∴ S′ = − (3t2 + 1)2

4t(t2 + 1)2
· (3t2 − 1)(t2 − 1)

t(3t2 + 1)(t2 + 1)

= − (3t2 + 1)(3t2 − 1)(t2 − 1)

4t2(t2 + 1)3

となる．0 < t < 1における S の増減は

t (0) · · · 1√
3

· · · (1)

S′ − 0 +

S

であり， t = 1√
3
のとき S は極小かつ最小となる．S の最小値は

S

(
1√
3

)
=

(
3 · 1

3
+ 1

)2

4 · 1√
3

(
1
3

+ 1
)2 =

√
3(

4
3

)2 =
9
√
3

16
……（答）

である．


