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aを実数の定数とする．Oを原点とする座標平面上を運動する点 Pの時刻 tにおけ

る座標 (x, y)が tの関数として

x = eat cos t, y = eat sin t

で表されるとき，時刻 t における点 P の速度を
#»

v =
(
dx
dt

,
dy
dt

)
で表す．以下の問

いに答えよ．

(1) dx
dt
および

dy
dt
を求めよ．

(2) 時刻 tにおける点 Pの速さ | #»

v |を求めよ．
(3)

#»

p =
#   »

OPとおく．時刻 t において，
#»

p と
#»

v のなす角を θ (0 ≦ θ ≦ π) とする．

cos θを aを用いて表し，θは tによらない定数であることを示せ．

(4) (3)で定めた角 θの値が θ = π
6
であるとき，定数 aを求めよ．
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【答】

(1) dx
dt

= eat(a cos t− sin t)，
dy
dt

= eat(a sin t+ cos t)

(2) | #»v | = eat
√
a2 + 1

(3) cos θ = a√
a2 + 1

，証明は略．

(4) a =
√
3

【解答】
x = eat cos t, y = eat sin t

(1) tで微分すると

dx
dt

= aeat cos t− eat sin t = eat(a cos t − sin t) ……（答）

dy
dt

= aeat sin t+ eat cos t = eat(a sin t + cos t) ……（答）

である．
(2) Pの速さ | #»v |は

| #»v | =
√(

dx
dt

)2

+
(
dy
dt

)2

=
√

e2at(a cos t− sin t)2 + e2at(a sin t+ cos t)2

= eat
√

a2 + 1 ……（答）

である．

(3) cos θ =
#»
p · #»

v

| #»p || #»v |
である．

| #»p | = eat
√

cos2 t+ sin2 t = eat

#»
p · #»

v =
(
eat cos t, eat sin t

)
·
(
eat(a cos t− sin t), eat(a sin t+ cos t)

)
= e2at{cos t(a cos t− sin t) + sin t(a sin t+ cos t)}

= ae2at
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であり

cos θ = ae2at

eat × eat
√
a2 + 1

= a√
a2 + 1

…… 1⃝ ……（答）

である．
a は実数の定数であり， a√

a2 + 1
は −1 < a√

a2 + 1
< 1 を満たす定数であるから， 1⃝

を満たす θ (0 ≦ θ ≦ π)は存在し，この θは tによらない定数である． …… (証明終わり)

(4) θ = π
6
であるとき

cos π
6

= a√
a2 + 1

∴
√
3
2

= a√
a2 + 1

…… (∗)

(∗)を変形すると

(∗) ⇐⇒
√
3
√

a2 + 1 = 2a ⇐⇒
{
3(a2 + 1) = 4a2

a > 0
⇐⇒

{
a2 = 3

a > 0

∴ a =
√
3 ……（答）

である．


