
1

nを自然数とし，In =

∫ π
3

0

dx
cosn x

とする．次の問いに答えよ．

(1) I1, I2 を求めよ．

(2) n ≧ 2のとき，In+1 を In−1 を用いて表せ．

(3) I3, I4 を求めよ．

(4) 定積分
∫ √

3
2

0

x2
√
1 + 4x2 dx を求めよ．

(25 富山大 理・医・薬 2)

【答】

(1) I1 = log(2 +
√
3), I2 =

√
3

(2) In+1 =
2n−1

√
3

n
+ n− 1

n
In−1

(3) I3 =
√
3 + 1

2
log(2 +

√
3), I4 = 2

√
3

(4)

∫ √
3

2

0

x2
√
1 + 4x2 dx =

7
√
3

32
− 1

64
log(2 +

√
3)

【解答】

In =

∫ π
3

0

dx
cosn x

(nは自然数)

(1) I1 について

1
cosx

= cosx
cos2 x

= cosx
(1 + sinx)(1− sinx)

= 1
2

(
cosx

1 + sinx
+ cosx

1− sinx

)
となる．これにより

I1 =

∫ π
3

0

dx
cosx

= 1
2

∫ π
3

0

{
(1 + sinx)′

1 + sinx
− (1− sinx)′

1− sinx

}
dx

= 1
2

([
log |1 + sinx|

]π
3

0
−

[
log |1− sinx|

]π
3

0

)
= 1

2

(
log

2 +
√
3

2
− log

2−
√
3

2

)
= 1

2
log

2 +
√
3

2−
√
3

= 1
2
log(2 +

√
3)2

= log(2 +
√
3) ……（答）

である．
I2 について

I2 =

∫ π
3

0

dx
cos2 x

=
[
tanx

]π
3

0
=

√
3 ……（答）

である．



2

(2) n ≧ 2のとき

In+1 =

∫ π
3

0

dx
cosn+1 x

=

∫ π
3

0

(tanx)′

cosn−1 x
dx

=
[

tanx
cosn−1 x

]π
3

0

+ (n− 1)

∫ π
3

0

(tanx) · (− sinx)

cosn x
dx

=

√
3(

1
2

)n−1 − (n− 1)

∫ π
3

0

sin2 x
cosn+1 x

dx

= 2n−1
√
3− (n− 1)

∫ π
3

0

1− cos2 x
cosn+1 x

dx

= 2n−1
√
3− (n− 1)(In+1 − In−1)

In+1 をまとめると

{1 + (n− 1)}In+1 = 2n−1
√
3 + (n− 1)In−1

∴ In+1 =
2n−1

√
3

n
+

n − 1
n

In−1 (n ≧ 2) ……（答）

である．
(3) (1)，(2)より

I3 =
21
√
3

2
+ 1

2
I1 =

√
3 + 1

2
log(2 +

√
3) ……（答）

I4 =
22
√
3

3
+ 2

3
I2 =

4
√
3

3
+ 2

3
·
√
3 = 2

√
3 ……（答）

である．

(4) J =

∫ √
3

2

0

x2
√
1 + 4x2 dxとおく．2x = tan θ とおくと

2 dx = 1
cos2 θ

dθ
x 0 −→

√
3
2

θ 0 −→ π
3

であるから

J =

∫ π
3

0

tan2 θ
4

√
1 + tan2 θ · 1

2 cos2 θ
dθ

= 1
8

∫ π
3

0

sin2 θ
cos5 θ

dθ

= 1
8

∫ π
3

0

1− cos2 θ
cos5 θ

dθ

= 1
8
(I5 − I3)

ここで

I5 − I3 =

(
23
√
3

4
+ 3

4
I3

)
− I3 = 2

√
3− 1

4
I3

= 2
√
3− 1

4

{√
3 + 1

2
log(2 +

√
3)
}

=
7
√
3

4
− 1

8
log(2 +

√
3)

であるから

J = 1
8

{
7
√
3

4
− 1

8
log(2 +

√
3)

}
=

7
√
3

32
− 1

64
log(2 +

√
3) ……（答）

である．


