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正の整数 nに対して，In =

∫ e

1

(log x)n dx とおく．

(1) In+1 を nと In を用いて表せ．

(2) すべての正の整数 nについて，Inが次の形で表されることを数学的帰納法を用い

て示せ．

In = (−1)n+1n! + ane (ただし, anは整数)

(3) (2)で定まる数列 {an}に対して，数列 {bn}を

bn =
an+1

(n+ 1)!
+

an
n!

で定める．すべての正の整数 nについて，不等式
n∑

k=1

bk < 1が成り立つことを示せ．
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【答】

(1) In+1 = e− (n+ 1)In
(2) 略
(3) 略

【解答】

In =

∫ e

1

(log x)n dx (nは正の整数)

(1) 部分積分法を用いる．

In+1 =

∫ e

1

(log x)n+1 dx

=
[
x · (log x)n+1

]e
1
−

∫ e

1

x · (n+ 1)(log x)n · 1
x

dx

= e− (n+ 1)

∫ e

1

(log x)n dx

= e− (n+ 1)In

よって，求める式は

In+1 = e − (n + 1)In ……（答）

である．
(2) すべての正の整数 nについて

In = (−1)n+1n! + ane (ただし, anは整数) …… (∗)
と表されることを数学的帰納法を用いて示す．

( i ) n = 1のとき

I1 =

∫ e

1

log x dx =
[
x · log x

]e
1
−

∫ e

1

x · 1
x

dx

= e−
[
x
]e
1
= e− (e− 1) = 1

(∗)の右辺は
(−1)21! + a1e = 1 + a1e

であり，a1 = 0とおくと，(−1)21! + a1e = 1となり，n = 1のとき，(∗)は成り立つ．
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(ii) n = k での成立を仮定する．

Ik+1 = e− (k + 1)Ik (∵ (1))

= e− (k + 1){(−1)k+1k! + ake} (∵ 帰納法の仮定)

= (−1)k+2(k + 1)! + {1− (k + 1)ak}e

であり，ak+1 = 1−(k+1)akとおくと，Ik+1 = (−1)k+2(k+1)!+ak+1eとなり，n = k+1

のときも (∗)は成り立つ．

( i )，(ii)より，すべての正の整数 nについて

(∗∗)
{
a1 = 0

an+1 = 1− (n+ 1)an

とおくと，(∗)が成り立つことが示された． …… (証明終わり)

(3) (2)で定まる数列 {an}に対し bn =
an+1

(n+ 1)!
+

an

n!
であるから

bn =
1− (n+ 1)an

(n+ 1)!
+

an

n!
(∵ (∗∗))

= 1
(n+ 1)!

である．したがって
n∑

k=1

bk =
n∑

k=1

1
(k + 1)!

=
n∑

k=1

1
1 2 3 · · · k (k + 1)

≦
n∑

k=1

1
1 2 2 · · · 2 2︸ ︷︷ ︸

k 個

(等号は n = 1のときのみ成り立つ)

=
n∑

k=1

1
2k

=

1
2

{
1−

(
1
2

)n}
1− 1

2

= 1− 1
2n

< 1
(
∵ 1

2n
> 0

)
であり，すべての正の整数 nについて，不等式

n∑
k=1

bk < 1 が成り立つ． …… (証明終わり)


