
1

関数

f(x) = log

√
3x+ 1
x2 + 1

(
x > −

√
3
3

)
と xy平面上の曲線 C : y = f(x)を考える．

(1) C と x軸との共有点の x座標は，x = 56 ,
√

57 である．

(2) f(x)は x =

√
58

59
で極大値

log a

(
a =

60

61

)
をとる．

(3) C と x軸で囲まれた図形の面積は√
62 +

63
√

64

65
log 66 − 67

68
π

である．
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【答】
56

0

57

3

58

3

59

3

60

3

61

2

62

3

63

2

64

3

65

3

66

2

67

2

68

3

【解答】

C : y = f(x) = log

√
3x+ 1

x2 + 1

(
x > −

√
3
3

)
(1) C と x軸との共有点の x座標は

log

√
3x+ 1

x2 + 1
= 0

√
3x+ 1

x2 + 1
= 1

√
3x+ 1 = x2 + 1

x(x−
√
3) = 0

∴ x = 0,
√
3 ……（答）

である．

(2) x > −
√
3
3
より

√
3x+ 1 > 0であるから

f(x) = log(
√
3x+ 1)− log(x2 + 1)

であり

f ′(x) =

√
3√

3x+ 1
− 2x

x2 + 1

=

√
3(x2 + 1)− 2x(

√
3x+ 1)

(
√
3x+ 1)(x2 + 1)

=
−
√
3x2 − 2x+

√
3

(
√
3x+ 1)(x2 + 1)

=
−(

√
3x− 1)(x+

√
3)

(
√
3x+ 1)(x2 + 1)



2

(f ′(x)の分母) > 0であり，f ′(x)の符号は分子の符号と一致する．x > −
√
3
3
における f(x)

の増減は下表となる．

x

(
−

√
3
3

)
· · ·

√
3
3

· · ·

f ′(x) + 0 −

f(x)

よって，f(x)は x =

√
3
3
で極大値 ……（答）

f

( √
3
3

)
= log 1 + 1

1
3

+ 1
= log 3

2
……（答）

をとる．
(3) C と x軸で囲まれた図形は右図の斜線部分であり，

y = f(x)

√
3 x

y

O

面積 S は

S =

∫ √
3

0

f(x) dx

=

∫ √
3

0

{log(
√
3x+ 1)− log(x2 + 1)} dx

である．ここで∫ √
3

0

log(
√
3x+ 1) dx =

[
1√
3
(
√
3x+ 1) · log(

√
3x+ 1)

]√
3

0

−
∫ √

3

0

dx

= 4√
3
log 4−

[
x
]√3

0

=
8
√
3

3
log 2−

√
3

∫ √
3

0

log(x2 + 1) dx =
[
x log(x2 + 1)

]√3

0
−

∫ √
3

0

x · 2x
x2 + 1

dx

=
√
3 log 4− 2

∫ √
3

0

x2

x2 + 1
dx

= 2
√
3 log 2− 2

∫ √
3

0

(
1− 1

x2 + 1

)
dx

= 2
√
3 log 2− 2

[
x
]√3

0
+ 2

∫ √
3

0

1
x2 + 1

dx

= 2
√
3 log 2− 2

√
3 + 2

∫ √
3

0

1
x2 + 1

dx

x = tan θ とおくと

dx = 1
cos2 θ

dθ
x 0 −→

√
3

θ 0 −→ π
3

であるから ∫ √
3

0

1
x2 + 1

dx =

∫ π
3

0

1
tan2 θ + 1

· 1
cos2 θ

dθ =

∫ π
3

0

dθ =
[
θ
]π

3

0
= π

3

であり ∫ √
3

0

log(x2 + 1) dx = 2
√
3 log 2− 2

√
3 + 2

3
π



3

である．
よって

S =

(
8
√
3

3
log 2−

√
3

)
−

(
2
√
3 log 2− 2

√
3 + 2

3
π
)

=
√
3+

2
√
3

3
log 2− 2

3
π ……（答）

である．


