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座標平面上に 3点A(0, 2)，B
(
−
√
3, − 1

)
，C

(√
3, − 1

)
があり，三角形 ABC の

内接円上に点 Pがある．また，2点 D，Eを
#   »

PB =
#    »

AD,
#   »

PO =
#   »

CE

となるようにとる．ここでOは原点 (0, 0)である．このとき，以下の問いに答えよ．

(1) 内積の値
#   »

PD · #   »

PEが点Pの位置によらず一定であることを示し，その値を求めよ．

(2) 線分DEの中点をMとする．点 Pが三角形ABCの内接円上を 1周するとき，点

Mの軌跡を求めよ．

(25 千葉大 3)

【答】

(1)
#   »
PD · #   »

PE = 0

(2) △ABCの内接円

【解答】
A(0, 2)，B

(
−
√
3, − 1

)
，C

(√
3, − 1

)
(1) Aは y 軸上の点であり，2点 B，Cは y 軸に関
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O

して対称であるから，△ABCは

AB = AC =

√
(
√
3)2 + 32 = 2

√
3

の二等辺三角形である．さらに，BC = 2
√
3でも

あるから，△ABCは一辺の長さが 2
√
3の正三角

形である．正三角形の内心は重心と一致するから，
Aから辺 BCに下した垂線を 2 : 1に内分する点，
すなわち原点 Oが内接円の中心である．したがっ
て，内接円の半径は 1である．
2点 D，Eは{ #   »

PB =
#    »
AD

#   »
PO =

#   »
CE

∴
{ #   »
PB =

#   »
PD− #   »

PA
#   »
PO =

#   »
PE− #   »

PC

∴
{ #   »
PD =

#   »
PA+

#   »
PB

#   »
PE =

#   »
PC+

#   »
PO

…… (∗)

を満たすから，平面上の点 Xの原点 Oに関する位置ベクトルを
#»
x で表すと

#   »
PD · #   »

PE = (
#   »
PA+

#   »
PB) · ( #   »

PC+
#   »
PO)

= (
#»
a +

#»

b − 2
#»
p ) · ( #»

c − 2
#»
p )

= 4| #»
p |2 − 2(

#»
a +

#»

b +
#»
c ) · #»

p + (
#»
a +

#»

b ) · #»
c

= 4− 0− | #»
c |2 (∵ #»

a +
#»

b +
#»
c =

#»
0 )

= 4− 0− 22

= 0 ……（答）

であり，内積
#   »
PD · #   »

PEの値は点 Pの位置によらず一定である．
(2) Mは線分 DEの中点である．(∗)より

#    »
OD =

#   »
PA+

#   »
PB +

#   »
OP =

#»
a +

#»

b − #»
p

#   »
OE =

#   »
PC+

#   »
PO+

#   »
OP =

#»
c − #»

p



2

であり

#     »
OM =

#    »
OD+

#   »
OE

2
=

(
#»
a +

#»

b − #»
p ) + (

#»
c − #»

p )

2

=
#»
a +

#»

b +
#»
c

2
− #»

p

= − #»
p (∵ #»

a +
#»

b +
#»
c =

#»
0 )

= − #   »
OP

である．
点Mは点 Pの原点 Oに関する対称点であるから，点 Pが原点 Oを中心とする半径 1の

円上を 1周するとき，点Mも原点 Oを中心とする半径 1の円上を 1周する．
よって，点Mの軌跡は△ABCの内接円である． ……（答）

• 点 P は △ABC の内接円上を動き，内接円は原点を中心とする半径 1 の円であるから，
座標を

P(cos θ, sin θ) (0 ≦ θ < 2π)

と表すことができる．

(1) D，Eは (∗)を満たすから
#   »
PD =

#»
a +

#»

b − 2
#»
p

= (0, 2) +
(
−
√
3, − 1

)
− 2(cos θ, sin θ)

=
(
−
√
3− 2 cos θ, 1− 2 sin θ

)
#   »
PE =

#»
c − 2

#»
p

=
(√

3, − 1
)
− 2(cos θ, sin θ)

=
(√

3− 2 cos θ, − 1− 2 sin θ
)

であり
#   »
PD · #   »

PE =
(
−
√
3− 2 cos θ, 1− 2 sin θ

)
·
(√

3− 2 cos θ, − 1− 2 sin θ
)

= (4 cos2 θ − 3) + (4 sin2 θ − 1)

= 4(cos2 θ + sin2 θ)− 4

= 0

であり，内積
#   »
PD · #   »

PEの値は点 Pの位置によらず一定である．
(2) Mは線分 DEの中点である．

#    »
OD =

#   »
PA+

#   »
PB +

#   »
OP =

#»
a +

#»

b − #»
p =

(
−
√
3− cos θ, 1− sin θ

)
#   »
OE =

#   »
PC+

#   »
PO+

#   »
OP =

#»
c − #»

p =
(√

3− cos θ, − 1− sin θ
)

であり
#     »
OM =

#    »
OD+

#   »
OE

2
= (− cos θ, − sin θ)

である．Mの座標を (x, y)とおくと，Mの軌跡は{
x = − cos θ

y = − sin θ

を満たす θ が存在するような点 (x, y)の集合であり，θ が存在する条件は

cos2 θ + sin2 θ = 1

であるから

(−x)2 + (−y)2 = 1

∴ x2 + y2 = 1

である．


