
1

p, q を定数とし，さらに q \= 0 とする．xy 平面上の点 O(0, 0)，点 A(1, 0)，点

B(p, q)に対し，線分OAを 3 : 1の比に内分する点をC，線分OBを 2 : 1の比に内分

する点をDとする．直線BCと直線ADの交点を Eとするとき，次の問いに答えよ．

(1)
#   »

OEを
#    »

OA,
#   »

OBを用いて表せ．

(2) 点 Bが円 x2 + (y − 3)2 = 1上を動くとき，点 Eの軌跡を求めよ．

(3) (2)において，線分 OEの長さが最小になるときの点 Bの座標を求めよ．
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【答】

(1)
#   »
OE = 1

2

#   »
OA+ 1

3

#   »
OB

(2)
(
x− 1

2

)2

+ (y − 1)2 =
(
1
3

)2

(3) B

(
−

√
5
5

,
15− 2

√
5

5

)
【解答】

(1) Eは直線 BC上の点であるから，実数 sを用いて
#   »
OE = (1− s)

#   »
OB+ s

#    »
OC

= (1− s)
#   »
OB+ 3s

4

#   »
OA …… 1⃝

と表すことができる．また，Eは直線 AD上の点であるから，実数 tを用いて
#   »
OE = (1− t)

#     »
OA + t

#    »
OD

= (1− t)
#   »
OA+ 2t

3

#   »
OB …… 2⃝

と表すことができる．q \= 0より
#   »
OA,

#   »
OBは 1次独立であるから 1⃝, 2⃝を比較して

3s
4

= 1− t

1− s = 2t
3

∴
{
3s+ 4t = 4

3s+ 2t = 3

∴ s = 2
3
, t = 1

2

である．よって
#   »
OE = 1

2

#    »
OA + 1

3

#   »
OB …… 3⃝ ……（答）

である．

• 1⃝以降を次のように処理することもできる．

AC

B

D

E

3⃝
1⃝

2⃝

1⃝

3

1

2

4

x

y

O

#   »
OE = (1− s)

#   »
OB+ 3s

4

#   »
OA

=
3(1− s)

2

#    »
OD+ 3s

4

#   »
OA

と変形でき，Eは直線 AD上の点でもあるから
3(1− s)

2
+ 3s

4
= 1

6(1− s) + 3s = 4

∴ s = 2
3

である．よって
#   »
OE = 1

2

#   »
OA+ 1

3

#   »
OB

である．
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• △OBCと直線 ADにメネラウスの定理を用いると

AE
ED

× DB
BO

× OC
CA

= 1

AE
ED

× 1
3

× 3
1

= 1

∴ AE : ED = 1 : 1

であるから

#   »
OE =

#   »
OA+

#    »
OD

2
= 1

2

(
#   »
OA+ 2

3

#   »
OB

)
= 1

2

#   »
OA+ 1

3

#   »
OB

である．

(2) Eの座標を (x, y)とおくと， 3⃝は

(x, y) = 1
2
(1, 0) + 1

3
(p, q)

∴ (p, q) = 3(x, y)− 3
2
(1, 0) =

(
3x− 3

2
, 3y

)
…… 4⃝

である．点 B(p, q)は円 x2 + (y − 3)2 = 1上を動く (q \= 0を満たす)から(
3x− 3

2

)2

+ (3y − 3)2 = 1

であり，点 Eの軌跡の方程式は(
x − 1

2

)2

+ (y − 1)2 =
(
1
3

)2

…… 5⃝ ……（答）

である．

(3) 円 5⃝の中心
(
1
2
, 1

)
を Fとおくと，Oは (2)の円の

F

1
2

1

x

y

O

外部の点であるから，線分 OEの長さが最小になるとき
の Eは

#   »
OE =

#   »
OF− (半径)

#   »
OF

| #   »
OF|

=
(
1
2
, 1

)
− 1

3
1√(

1
2

)2

+ 12

(
1
2
, 1

)

=
(
1
2
, 1

)
− 2

3
√
5

(
1
2
, 1

)
=

(
15− 2

√
5

30
,

15− 2
√
5

15

)
である．このときの B(p, q)は， 4⃝より

(p, q) =

(
3× 15− 2

√
5

30
− 3

2
, 3× 15− 2

√
5

15

)
=

(
−

√
5
5

,
15− 2

√
5

5

)
であり，線分 OEの長さが最小になるときの点 Bの座標は

B

(
−

√
5
5

,
15 − 2

√
5

5

)
……（答）

である．

• 円 5⃝上の点 Eは
#   »
OE =

(
1
2
, 1

)
+ 1

3
(cos θ, sin θ) (0 ≦ θ < 2π)
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とおくことができる．

| #   »
OE|2 =

(
1
2

+ 1
3
cos θ

)2

+
(
1 + 1

3
sin θ

)2

=
(
1
4

+ 1
3
cos θ + 1

9
cos2 θ

)
+

(
1 + 2

3
sin θ + 1

9
sin2 θ

)
= 9 + 36 + 1

36
+ 1

3
cos θ + 2

3
sin θ

= 23
18

+

√
5
3

sin(θ + α)

ここで，cosα = 2√
5
, sinα = 1√

5
である．0 ≦ θ < 2π より −1 ≦ sin(θ + α) ≦ 1

であるから，| #   »
OE|が最小となるのは

sin(θ + α) = −1のとき，すなわち θ = − π
2

− α のとき

である．このとき
#   »
OE =

(
1
2
, 1

)
+ 1

3

(
cos

(
− π

2
− α

)
, sin

(
− π

2
− α

))
=

(
1
2
, 1

)
+ 1

3
(− sinα, − cosα)

=
(
1
2
, 1

)
+ 1

3

(
− 1√

5
, − 2√

5

)
=

(
15− 2

√
5

30
,

15− 2
√
5

15

)
である．以後【解答】と同じ．


