
1

1 辺の長さが 1 の正六角形 ABCDEF の辺 AB の中点を M とする．辺 BC 上に
#   »

BP = t
#   »

BCとなる点 P，辺 EF上に
#   »

EQ = t
#   »

EFとなる点Qをとる．ただし，0 ≦ t ≦ 1

とする．このとき，次の各問に答えよ．

(1)
#   »

APと
#     »

MQのなす角を θ (0◦ ≦ θ ≦ 180◦)とする．点 Pが辺 BCの中点のとき，

cos θの値を求めよ．

(2)
#   »

APと
#     »

MQの内積を最大にする tの値を求めよ．また，そのときの最大値を求めよ．
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【答】

(1) −
√
7

14

(2) t = 3
8
のとき，最大値 − 23

64

【解答】

(1)
#   »
AB =

#»
a ,

#   »
AF =

#»

b とおく． A

B

C

D

E

F
M

P

Q

1#   »
AP =

#   »
AB+ t

#   »
BC

=
#»
a + t(

#»
a +

#»

b )

= (1 + t)
#»
a + t

#»

b ,
#     »
MQ =

#   »
AQ− #    »

AM

= { #   »
AF+ (1− t)

#  »
FE} − 1

2

#   »
AB

= { #»

b + (1− t)(
#»
a +

#»

b )} − 1
2

#»
a

=
(
1
2

− t
)

#»
a + (2− t)

#»

b ,

である．| #»
a | = | #»

b | = 1,
#»
a · #»

b = | #»
a || #»

b | cos 120◦ = 1× 1×
(
− 1

2

)
= − 1

2
であるから

#   »
AP · #     »

MQ =
{
(1 + t)

#»
a + t

#»

b
}
·
{(

1
2

− t
)

#»
a + (2− t)

#»

b
}

= (1 + t)
(
1
2

− t
)
− 1

2

{
(1 + t)(2− t) + t

(
1
2

− t
)}

+ t(2− t)

=
(
1
2

− 1
2
t− t2

)
− 1

2

(
2 + 3

2
t− 2t2

)
+ (2t− t2)

= −t2 + 3
4
t− 1

2
…… 1⃝

である．

点 Pが辺 BCの中点，すなわち t = 1
2
のとき

| #   »
AP|2 = 3

2

#»
a + 1

2

#»

b
2
= 1

4

{
9 + 6×

(
− 1

2

)
+ 1

}
= 7

4
,

| #     »
MQ|2 = 3

2

#»

b
2
=

(
3
2

)2

また， 1⃝より
#   »
AP · #     »

MQ = −
(
1
2

)2

+ 3
4

× 1
2

− 1
2

= − 3
8



2

であるから，
#   »
APと

#     »
MQのなす角 θ (0◦ ≦ θ ≦ 180◦)について

cos θ =
#   »
AP · #     »

MQ

| #   »
AP|| #     »

MQ|
=

− 3
8√

7
2

× 3
2

= − 1

2
√
7

= −
√
7

14
……（答）

である．
(2) 1⃝を変形すると

#   »
AP · #     »

MQ = −
(
t− 3

8

)2

− 23
64

となる．
よって，

#   »
AP · #     »

MQは

t = 3
8
のとき，最大値 − 23

64
……（答）

をとる．


