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座標空間内の 3点 A(1, 1, − 5)，B(−1, − 1, 7)，C(1, − 1, 3)を通る平面を α

とする．点 P(a, b, t)を通り αに垂直な直線と xy平面との交点を Qとする．

(1) 点 Qの座標を求めよ．

(2) tがすべての実数値をとって変化するときの OQの最小値が 1以下となるような

a, bの条件を求めよ．ただし，Oは原点である．

(25 九州大 理系 1)

【答】

(1) Q(a− 2t, b− 4t, 0)

(2) |2a− b| ≦
√
5

【解答】

(1) 3点 A(1, 1, − 5)，B(−1, − 1, 7)，C(1, − 1, 3)を通る平面 αの法線ベクトルを
#»
n = (p, q, r)とおくと

(∗)
{ #   »
AB · #»

n = 0
#   »
AC · #»

n = 0

である．
#   »
AB = (−2, − 2, 12)，

#   »
AC = (0, − 2, 8)より

(∗) ⇐⇒
{
−2p− 2q + 12r = 0

−2q + 8r = 0

∴ q = 4r, p = 2r

#»
n の一つとして

#»
n = (2, 4, 1)をとることができる．点 P(a, b, t)を通り αに垂直な直線

上の点 (x, y, z)は実数 sを用いて

(x, y, z) = (a, b, t) + s(2, 4, 1)

と表すことができる．Qは xy 平面上の点でもあるから

z = 0 ∴ t+ s = 0 ∴ s = −t

である．よって，点 Qの座標は

Q(a − 2t, b − 4t, 0) ……（答）

である．

• Qは xy 平面上の点であるから，Qの座標を (x, y, 0)とおくことができる．直線 PQ

は 3点A(1, 1, − 5)，B(−1, − 1, 7)，C(1, − 1, 3)を通る平面 αと垂直であるから{ #   »
AB · #   »

PQ = 0
#   »
AC · #   »

PQ = 0{
(−2, − 2, 12) · (x− a, y − b, − t) = 0

(0, − 2, 8) · (x− a, y − b, − t) = 0{
−2(x− a)− 2(y − b)− 12t = 0

−2(y − b)− 8t = 0

∴ y = b− 4t, x = a− (b− 4t− b)− 6t = a− 2t

よって，Qの座標は

Q(a− 2t, b− 4t, 0)

である．
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(2) (1)より

OQ2 = (a− 2t)2 + (b− 4t)2

= (4t2 − 4at+ a2) + (16t2 − 8bt+ b2)

= 20t2 − 4(a+ 2b)t+ a2 + b2

= 20
(
t− a+ 2b

10

)2

− (a+ 2b)2

5
+ a2 + b2

= 20
(
t− a+ 2b

10

)2

+ 4a2 − 4ab+ b2

5

= 20
(
t− a+ 2b

10

)2

+ 1
5
(2a− b)2

であり，tがすべての実数値をとって変化するときの OQは

t = a+ 2b
10

において，最小値

√
1
5
(2a− b)2 = 1√

5
|2a− b|

をとる．
よって，OQの最小値が 1以下となるような a, bの条件は

1√
5
|2a− b| ≦ 1

∴ |2a − b| ≦
√
5 ……（答）

である．


