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座標空間の 4点O，A，B，Cは同一平面上にないとする．s, t, uは 0でない実数

とする．直線 OA上の点 L，直線 OB上の点M，直線 OC上の点 Nを
#   »

OL = s
#    »

OA,
#     »

OM = t
#   »

OB,
#    »

ON = u
#    »

OC

が成り立つようにとる．

(1) s, t, uが 1
s
+ 2

t
+ 3

u
= 4 を満たす範囲であらゆる値をとるとき，3点 L，M，

N の定める平面は s, t, uの値に無関係な一定の点 Pを通ることを示せ．さらに，

そのような点 Pはただ一つに定まることを示せ．

(2) 四面体OABCの体積を V とする．(1)における点 Pについて，四面体 PABCの

体積を V を用いて表せ．

(25 京都大 理系 4)

【答】

(1) 略

(2) 1
2
V

【解答】
#   »
OL = s

#   »
OA,

#     »
OM = t

#   »
OB,

#    »
ON = u

#    »
OC (s, t, uは 0でない実数) …… 1⃝

(1) 1
s

+ 2
t
+ 3

u
= 4 …… 2⃝

2⃝は
1
4s

+ 1
2t

+ 3
4u

= 1

と変形されるから
#   »
OP = 1

4s

#   »
OL+ 1

2t

#     »
OM+ 3

4u

#    »
ON

により定められる点 Pは平面 LMN上の点である．また， 1⃝より
#   »
OP = 1

4s

(
s

#   »
OA

)
+ 1

2t
(t

#   »
OB) + 3

4u
(u

#    »
OC)

= 1
4

#   »
OA+ 1

2

#   »
OB+ 3

4

#    »
OC

であるから，Pは定点である．よって，平面 LMNは s, t, uの値に無関係な定点 Pを通る
ことが示された． …… (証明終わり)

s, t, uが 1⃝, 2⃝を満たしながら動くとき，s, t, uにより決まる平面 LMNは 2つの定
点 P，Q (P \= Q)を通ると仮定する．
s = 1として t, uを 2⃝を満たすように動かす．異なる組 (t1, u1)，(t2, u2)により決ま

る 2つの平面 LMNをそれぞれ α1, α2 とおくと，α1, α2 は平行でないから，交線が存在す
る．P，Qはともに α1, α2 上にあるから，その交線は組 (t, u)に無関係な定直線 PQであ
る．また，s = 1より，L = Aであり，Aは平面 LMN上の定点である．したがって，Aも
定直線 PQ上の点である．
同じく，t = 1 として s, u を 2⃝ を満たすように動かすと，M = B であり，B は定直線

PQ上の点である．
u = 1として s, tを 2⃝を満たすように動かすと，N = C であり，Cは定直線 PQ上の点

である．
したがって，A，B，Cは定直線 PQ上の点である．これは 4点 O，A，B，Cは同一平面

上にないことに反する．
よって，平面 LMN上に Pと異なる定点 Qは存在せず，Pはただ一つに定まることが示

された． …… (証明終わり)
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• 平面 LMN上の点 Xを実数 x, y, z を用いて
#   »
OX = x

#   »
OA+ y

#   »
OB+ z

#    »
OC

と表す．s, t, uは 1⃝, 2⃝を満たすから
#   »
OX = x

s

#   »
OL+

y
t

#     »
OM+ z

u

#    »
ON (∵ 1⃝)

= x
(
4− 2

t
− 3

u

)
#   »
OL+

y
t

#     »
OM+ z

u

#    »
ON (∵ 2⃝)

Xは平面 LMN上の点であるから

x
(
4− 2

t
− 3

u

)
+

y
t
+ z

u
= 1

∴ 4x+
y − 2x

t
+ z − 3x

u
= 1

これが 0でない任意の t, uについて成り立つ条件は
4x = 1

y − 2x = 0

z − 3x = 0

∴ x = 1
4
, y = 1

2
, z = 3

4

である．よって，s, t, uの値に無関係な定点 Xは
#   »
OX = 1

4

#   »
OA+ 1

2

#   »
OB+ 3

4

#    »
OC

であり，Xは Pと一致する．すなわち，s, t, uの値に無関係な定点は点 Pただ一つ
に定まる．

(2) (1)より

#   »
OP = 6

4

#   »
OA+ 2

#   »
OB+ 3

#   »
OB

6

= 3
2

#   »
OA+ 2

#   »
OB+ 3

#   »
OB

6

#    »
OD =

#   »
OA+ 2

#   »
OB+ 3

#   »
OB

6
とおくと， 1

6
+ 2

6
+ 3

6
= 1

O

A

B

C

D

P

2⃝

1⃝

より，Dは平面 ABC上の点であり
#   »
OP = 3

2

#    »
OD

∴ OD : DP = 2 : 1

であり，四面体 OABCの体積が V であるとき，四面体
PABCと四面体 OABCは△ABCが共通なので

(四面体 PABCの体積) = DP
OD

V = 1
2
V

……（答）

である．


