
1

空間に 3点O，A，Bがあり，
−→
OA =

−→
a，

−→
OB =

−→
b とおく．ベクトル

−→
a ,

−→
b は条件

|
−→
a | = |

−→
b −

−→
a | = 1, |

−→
b | =

√
2

を満たしているとする．このとき，
−→
a ·

−→
b = ア となるから，△OABの面積は

イ

ウ

となる．

さらに，点 Cがあり，
−→
OC =

−→
c とおくと

|
−→
a +

−→
c | = |

−→
b −

−→
a +

−→
c | = |

−→
b +

−→
c | = 1

が成り立つとする．このとき

|
−→
c | = エ ,

−→
a ·

−→
c = −

オ

カ
,

−→
b ·

−→
c = − キ

である．

次に，点Cから 3点O，A，Bを通る平面OABに垂線を下ろし，平面OABとの交点

をHとする．|
−→
CH| =

ク

ケ

√
コ となるので，四面体OABCの体積は

サ

シ ス

√
セ

である．
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【答】
ア

1

イ

1

ウ

2

エ

1

オ

1

カ

2

キ

1

ク

1

ケ

2

コ

2

サ

1

シス

12

セ

2

【解答】

|
−→
a | = 1 …… 1⃝

|
−→
b −

−→
a | = 1 …… 2⃝

|
−→
b | =

√
2 …… 3⃝

2⃝の辺々を平方すると

|
−→
b |2 − 2

−→
a ·

−→
b + |

−→
a |2 = 1

2− 2
−→
a ·

−→
b + 1 = 1 (∵ 3⃝, 1⃝)

∴
−→
a ·

−→
b = 1 ……（答）

であり，△OABの面積は

1
2

√
|
−→
a |2|

−→
b |2 − (

−→
a ·

−→
b )2 = 1

2

√
12 × (

√
2)2 − 12 = 1

2
……（答）

である．

• 1⃝, 2⃝, 3⃝より，△OABは ∠OAB = 90◦ の直角二等辺三角形

O A

B

1

√
2

1

であるから
−→
a ·

−→
b = 1×

√
2× cos 45◦ = 1

(△OABの面積) = 1
2

× 12 = 1
2

である．



2

さらに

|
−→
a +

−→
c | = 1 …… 4⃝

|
−→
b −

−→
a +

−→
c | = 1 …… 5⃝

|
−→
b +

−→
c | = 1 …… 6⃝

の各式の辺々を平方する．

4⃝ : 12 + 2
−→
a ·

−→
c + |

−→
c |2 = 1

2
−→
a ·

−→
c = −|

−→
c |2 …… 4⃝′

5⃝ : 12 + 2(
−→
b −

−→
a ) ·

−→
c + |

−→
c |2 = 1

2
−→
b ·

−→
c − 2

−→
a ·

−→
c + |

−→
c |2 = 0 …… 5⃝′

6⃝ : (
√
2)2 + 2

−→
b ·

−→
c + |

−→
c |2 = 1

2
−→
b ·

−→
c = −|

−→
c |2 − 1 …… 6⃝′

4⃝′, 6⃝′ を 5⃝′ に代入すると

(−|
−→
c |2 − 1)− (−|

−→
c |2) + |

−→
c |2 = 0 ∴ |

−→
c | = 1 ……（答）

であり
−→
a ·

−→
c = − 1

2
,

−→
b ·

−→
c = −1 ……（答）

である．
次に，Hは平面 OAB上の点であるから，実数 s, tを用いて

−→
OH = s

−→
a + t

−→
b

と表すことができ，Hは点 Cから平面 OABに下ろした垂線の足であるから{−→
CH ·

−→
OA = 0

−→
CH ·

−→
OB = 0

∴
{
(s
−→
a + t

−→
b −

−→
c ) ·

−→
a = 0

(s
−→
a + t

−→
b −

−→
c ) ·

−→
b = 0{

(s
−→
a + t

−→
b ) ·

−→
a =

−→
a ·

−→
c

(s
−→
a + t

−→
b ) ·

−→
b =

−→
b ·

−→
c{

s+ t = − 1
2

s+ 2t = −1

∴ s = 0, t = − 1
2

である．したがって
−→
CH =

(
0
−→
a − 1

2

−→
b
)
−

−→
c = − 1

2

−→
b −

−→
c

であり

|
−→
CH| =

√
1
4
|
−→
b |2 +

−→
b ·

−→
c + |

−→
c |2

=

√
1
4

× (
√
2)2 + (−1) + 12 = 1

2

√
2 ……（答）

となるので，四面体 OABCの体積は

1
3

×△OAB× |
−→
CH| = 1

3
× 1

2
× 1

2

√
2 = 1

12

√
2 ……（答）

である．


