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不等式

ab+ bc+ ca+ a+ b+ c+ 1 ≦ kabc

が a ≧
√
2− 1 かつ b ≧

√
2かつ c ≧

√
2 + 1 を満たすすべての実数 a, b, cで成立す

るような実数 kの最小値を求めよ．
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【答】 3 + 3
√
2

【解答】
abc > 0より

ab+ bc+ ca+ a+ b+ c+ 1 ≦ kabc

⇐⇒ 1
c

+ 1
a

+ 1
b

+ 1
bc

+ 1
ca

+ 1
ab

+ 1
abc

≦ k …… ア⃝

であり，a ≧
√
2− 1 かつ b ≧

√
2かつ c ≧

√
2 + 1 を満たすすべての実数 a, b, cで成立する

ような実数 k の最小値は「左辺の最大値」である．

x ≧ x0(> 0)のとき y = 1
x
は単調減少な関数であり，x = x0 で最大となることに注意する

と，左辺は a =
√
2− 1かつ b =

√
2かつ c =

√
2 + 1のとき最大となる．

(左辺の最大値)
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=2
√
2 +
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√
2√

2
+ 1

=3 + 3
√
2

である．よって，k の最小値は 3 + 3
√
2 である． ……（答）

• ア⃝の辺々に 1を加えると

ア⃝ ⇐⇒
(
1 + 1

a

)(
1 + 1

b

)(
1 + 1

c

)
≦ k + 1

となり，計算を減らすことができる．

(左辺の最大値) =

(
1 + 1√

2− 1

)(
1 + 1√

2
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)
= (

√
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(
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=
√
2(
√
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=
√
2(3 + 2

√
2)

= 4 + 3
√
2

である．よって，k + 1の最小値は 4 + 3
√
2であり，k の最小値は 3 + 3

√
2である．


