
1

関数 f(x) = x3 − xを考え，座標平面上の曲線 y = f(x)を C とする．点 O(0, 0)

と点A

(
− 1√

2
, 1√

2

)
をとり，曲線 C 上を動く点 P(t, t3 − t) (ただし，tは実数)に

対し，

g(t) =
#   »

OP · #    »

OA

によって関数 g(t)を定める．次の問いに答えよ．

(1) g(t)の極値およびそのときの tを求めよ．

(2) g(t)が極値をとるすべての tに対し，点 P(t, t3 − t)における曲線 C の接線の傾

きをそれぞれ求めよ．

(3) g(t)が極値をとる tのうち最大のものを bとする．曲線 C 上の点 B(b, b3 − b)を

通り，直線 OAに垂直な直線 ℓの方程式を求めよ．また，ℓと直線 OAの交点を H

とするとき，線分 OHの長さを求めよ．

(26 北海道教大 1)

【答】

(1) t = −
√
6
3
のとき，極大値 4

√
3

9
，t =

√
6
3
のとき，極小値 − 4

√
3

9
(2) どちらも 1

(3) ℓ : y = x− 4
√
6

9
，OH =

4
√
3

9

【解答】
C : y = f(x) = x3 − x

g(t) =
#   »
OP · #   »

OA =
(
t, t3 − t

)
·
(
− 1√

2
, 1√

2

)
= 1√

2
t3 −

√
2t

(1) g(t)を微分すると

g′(t) = 3√
2
t2 −

√
2 = 3√

2

(
t2 − 2

3

)
であり，g(t)の増減は下表となる．

√
t · · · −

√
2
3

· · ·
√

2
3

· · ·

g′(t) + 0 − 0 +

g(t)

g(t)は

t = −
√

2
3

= −
√
6
3
のとき，

極大値g

(
−
√

2
3

)
= − 1√

2

2
3

√
2
3

+
√
2

√
2
3

= − 2
√
3

9
+

2
√
3

3
=

4
√
3

9
……(答)

t =

√
2
3

=

√
6
3
のとき，

極小値g

(√
2
3

)
= 1√

2

2
3

√
2
3

−
√
2

√
2
3

=
2
√
3

9
− 2

√
3

3
= − 4

√
3

9
……（答）

をとる．



2

(2) (1)より，g(t)が極値をとるすべての tの値は，t = ±
√

2
3
である．以下，複号同順とする．

f ′(x) = 3x2 − 1

であるから，P

(
±
√

2
3
, f

(
±
√

2
3

))
における曲線 C の接線の傾きはどちらも

f ′
(
±
√

2
3

)
= 3× 2

3
− 1 = 1 ……（答）

である．

(3) g(t)が極値をとる tのうち最大のもの bは b =

√
2
3
であり，

f(b) = 2
3

√
2
3

−
√

2
3

= − 1
3

√
2
3

= −
√
6
9

であるから，曲線C上の点Bの座標は
( √

6
3

, −
√
6
9

)
である．また，

#   »
OA =

(
− 1√

2
, 1√

2

)
に垂直なベクトルの一つとして (1, 1)がとれるから，点 Bを通り直線 OAに垂直な直線 ℓ

の傾きは 1である．ℓの方程式は

y =

(
x−

√
6
3

)
−

√
6
9

∴ ℓ : y = x − 4
√
6

9
……（答）

である．
ℓと直線 OAの交点 Hの座標はℓ : y = x− 4

√
6

9
直線 OA : y = −x

∴ H

(
2
√
6

9
, − 2

√
6

9

)
であり，線分 OHの長さは

OH =
2
√
6

9

√
12 + (−1)2 =

4
√
3

9
……（答）

である．


