
1

自然数 nに対して，

In =

∫ π
3

0

sinn−1 θ cos(n+ 1)θ dθ

とおく．このとき，以下の問いに答えよ．ただし，

cos(n+ 1)θ = cosnθ cos θ − sinnθ sin θ

を用いてもよい．

(1) I2 を求めよ．

(2) n ≧ 3に対して，部分積分法を用いて In を求めよ．

(3) 自然数 kに対して，ak =
I6k−2I6k−1

I6kI6k−3
とおく．このとき， lim

k#»∞
ak を求めよ．
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【答】

(1) I2 = − 3
16

(2) In = 1
n

( √
3
2

)n

cos nπ
3

(3) lim
k#»∞

ak = 1
4

【解答】

In =

∫ π
3

0

sinn−1 θ cos(n+ 1)θ dθ (nは自然数)

(1) 積を和に直す公式を用いると

I2 =

∫ π
3

0

sin θ cos 3θ dθ

=

∫ π
3

0

1
2
{sin 4θ + sin(−2θ)} dθ

= 1
2

[
− cos 4θ

4
+ cos 2θ

2

]π
3

0

= 1
2

{
− 1

4

(
− 1

2

)
+ 1

2

(
− 1

2

)
+ 1

4
− 1

2

}
= − 3

16
……（答）

である．
(2) ヒントの式 (cosの加法定理)を用いて式変形すると

In =

∫ π
3

0

sinn−1 θ cos(n+ 1)θ dθ

=

∫ π
3

0

sinn−1 θ{cosnθ cos θ − sinnθ sin θ} dθ

=

∫ π
3

0

{(
sinn θ
n

)′
cosnθ − sinn θ sinnθ

}
dθ

=
[
sinn θ
n

cosnθ
]π

3

0
−

∫ π
3

0

sinn θ
n

(− sinnθ) · n−
∫ π

3

0

sinn θ sinnθ dθ

(∵ 部分積分法)

= 1
n

( √
3
2

)n

cos nπ
3

……（答）

である．



2

(3) (2)より

ak =
I6k−2I6k−1

I6kI6k−3

=

1
6k − 2

( √
3
2

)6k−2

cos
(6k − 2)π

3
· 1
6k − 1

( √
3
2

)6k−1

cos
(6k − 1)π

3

1
6k

( √
3
2

)6k

cos 6kπ
3

· 1
6k − 3

( √
3
2

)6k−3

cos
(6k − 3)π

3

=

1
6k − 2

(
− 1

2

)
· 1
6k − 1

1
2

1
6k

· 1
6k − 3

(−1)

=
6k(6k − 3)

(6k − 2)(6k − 1)
· 1
4

=
1 ·

(
1− 1

2k

)
(
1− 1

3k

)(
1− 1

6k

) · 1
4

−→
(n#»∞)

1
4

∴ lim
k#»∞

ak = 1
4

……（答）

である．


