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座標平面上の曲線 C は，媒介変数 tを用いて

x = et cos t, y = et sin t
(
0 ≦ t ≦ π

2

)
と表されている．曲線 C の y 軸に平行な接線を ℓとし，曲線 C，直線 ℓおよび x軸

で囲まれる図形をDとする．以下の問いに答えよ．

(1) 直線 ℓの方程式を求めよ．

(2) 正の実数 α, β に対し，次の 2つの不定積分を求めよ．

I =

∫
eαt cosβt dt, J =

∫
eαt sinβt dt

(3) Dを x軸の周りに 1回転させてできる立体の体積 V の値を求めよ．
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【答】

(1) ℓ : x = 1√
2
e

π
4

(2) I = eαt

α2 + β2 (α cosβt+ β sinβt) + C1 (C1は積分定数)，

J = eαt

α2 + β2 (−β cosβt+ α sinβt) + C2 (C2は積分定数)

(3) V =

( √
2

60
e

3π
4 − 1

15

)
π

【解答】

C :

{
x = et cos t

y = et sin t

(
0 ≦ t ≦ π

2

)
(1) dx

dt
= et cos t− et sin t = et(cos t− sin t)

dy
dt

= et sin t+ et cos t = et(sin t+ cos t)

C の接線のうち y 軸に平行となるのは tが

(∗)


dx
dt

= 0

dy
dt

\= 0

を満たすときである．et \= 0であるから

(∗) ⇐⇒
{
cos t− sin t = 0 …… 1⃝
sin t+ cos t \= 0 …… 2⃝

である．cos t = 0とすると cos2 t+ sin2 t = 1より sin t = ±1であり，これは 1⃝に反する．
cos t \= 0としてよく，このとき 1⃝より

tan t = 1 ∴ t = π
4

(
∵ 0 ≦ t ≦ π

2

)
となり， 2⃝も成り立つ．
よって，接線 ℓの方程式は

ℓ : x = 1√
2
e

π
4 ……（答）

である．
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(2) I =

∫
eαt cosβt dt, J =

∫
eαt sinβt dt

eαt cosβt, eαt sinβtの原始関数をみつける．

(eαt cosβt)′ = αeαt cosβt− βeαt sinβt …… 3⃝

(eαt sinβt)′ = βeαt cosβt+ αeαt sinβt …… 4⃝

3⃝× α+ 4⃝× β： α(eαt cosβt)′ + β(eαt sinβt)′ = (α2 + β2)eαt cosβt

3⃝× β − 4⃝× α： β(eαt cosβt)′ − α(eαt sinβt)′ = −(α2 + β2)eαt sinβt

であり

(αeαt cosβt+ βeαt sinβt)′

α2 + β2 = eαt cosβt

(−βeαt cosβt+ αeαt sinβt)′

α2 + β2 = eαt sinβt

であるから

I =

∫
eαt cosβt dt

= eαt

α2 + β2 (α cosβt + β sinβt) + C1 (C1は積分定数) ……（答）

J =

∫
eαt sinβt dt

= eαt

α2 + β2 (−β cosβt + α sinβt) + C2 (C2は積分定数) ……（答）

である．

• I, J をそれぞれ 1回部分積分し
I = 1

α
eαt cosβt+

β
α
J

J = 1
α
eαt sinβt− β

α
I

を導き，I, J について解いてもよい．
• 2回部分積分して I, J についての関係式

I = 1
α
eαt cosβt+

β

α2 eαt sinβt− β2

α2 I

J = 1
α
eαt sinβt− β

α2 eαt cosβt− β2

α2 J

を導き，I, J についてそれぞれ整理してもよい．

(3) 0 ≦ t ≦ π
2
での x, y の増減は下表となる．

1√
2
e

π
4

1√
2
e

π
4

(
t = π

4

)

(t = 0)

1

e
π
2 (t = π

2
)

x

y

O

t 0 · · · π
4

· · · π
2

dx
dt

+ 0 −

x 1 → 1√
2
e

π
4 ← 0

dy
dt

+ + +

y 0 ↑ 1√
2
e

π
4 ↑ e

π
2

C のグラフは右図となり，曲線 C，直線 ℓおよび x軸で囲ま
れる図形 D は斜線部分である．
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D を x軸の周りに 1回転させてできる立体の体積 V は

V = π

∫ 1√
2
e
π
4

1

y2 dx = π

∫ π
4

0

y2 dx
dt

dt

= π

∫ π
4

0

e2t sin2 t · et(cos t− sin t) dt

= π

∫ π
4

0

e3t(sin2 t cos t− sin3 t) dt

= π

∫ π
4

0

e3t
(
sin 2t sin t

2
− 3 sin t− sin 3t

4

)
dt (∵ 2倍角, 3倍角の公式)

= π

∫ π
4

0

e3t
(
cos t− cos 3t

4
− 3 sin t− sin 3t

4

)
dt (∵ 積を和に直す公式)

= π
4

∫ π
4

0

e3t (cos t− cos 3t− 3 sin t+ sin 3t) dt

= π
4

[
e3t(3 cos t+ sin t)

32 + 12
− e3t(3 cos 3t+ 3 sin 3t)

32 + 32

− 3
e3t(3 sin t− cos t)

32 + 12
+

e3t(3 sin 3t− 3 cos 3t)

32 + 32

]π
4

0

= π
4

[
e3t(6 cos t− 8 sin t)

10
− 6e3t cos 3t

18

]π
4

0

= π
4

{
e

3π
4 (3
√
2− 4

√
2)

10
+

3e
3π
4
√
2

18
− 6

10
+ 6

18

}
= π

4

(
−e

3π
4
√
2

10
+

e
3π
4
√
2

6
− 3

5
+ 1

3

)
= π

4

(
2e

3π
4
√
2

30
− 4

15

)
=

( √
2

60
e

3π
4 − 1

15

)
π ……（答）

である．


