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原点を O とする座標空間において，z 座標が正である点 A と 2 点 B(2, 0, 0)，

C(0, 1, 0)があり，点 Aは条件

OA = 2, ∠AOB = ∠AOC = 60◦

を満たしている．線分OCを s : (1− s)に内分する点を Pとし，線分ABを t : (1− t)

に内分する点をQとする．ただし，s, tはそれぞれ 0 < s < 1, 0 < t < 1を満たす実

数とする．このとき，次の問 (1)～(6)に答えよ．解答欄には，(1)，(4)，(5)について

は答えのみを，(2)，(3)，(6)については答えだけでなく途中経過も書くこと．

(1) 内積
#    »

OA · #   »

OB，
#    »

OA · #    »

OCの値をそれぞれ求めよ．

(2) Aの座標を (x, y, z)とするとき，x, y, zの値をそれぞれ求めよ．ただし，zは

正の実数である．

(3)
#   »

PQの成分表示を s, tを用いて表せ．

(4)
#   »

PQと
#    »

OCが直交するとき，sを tを用いて表せ．

(5) (4)のとき，| #   »

PQ|2 を tを用いて表せ．

(6) tが 0 < t < 1の範囲を動くとき，三角形 OCQの面積の最小値を求めよ．また，

そのときの tの値を求めよ．
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【答】

(1)
#   »
OA · #   »

OB = 2，
#   »
OA · #    »

OC = 1

(2) x = 1, y = 1, z =
√
2

(3)
#   »
PQ =

(
1 + t, 1− t− s,

√
2(1− t)

)
(4) s = 1− t

(5) | #   »
PQ|2 = 3t2 − 2t+ 3

(6) t = 1
3
のとき，最小値

√
6
3

【解答】
OA = 2, ∠AOB = ∠AOC = 60◦ …… (∗)

(1) B(2, 0, 0)，C(0, 1, 0)より OB = 2, OC = 1であり，Aは (∗)を満たすから
#   »
OA · #   »

OB = 2× 2× cos 60◦ = 2 ……（答）
#   »
OA · #    »

OC = 2× 1× cos 60◦ = 1 ……（答）

である．
(2) Aの座標を (x, y, z) (z > 0)とするとき，(1)より{

(x, y, z) · (2, 0, 0) = 2

(x, y, z) · (0, 1, 0) = 1
∴

{
2x = 2

y = 1

∴ x = 1, y = 1 ……（答）

さらに OA = 2であるから√
12 + 12 + z2 = 2 ∴ z2 = 2

z > 0より

z =
√
2 ……（答）

である．
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(3) Pは線分 OCを s : (1− s)に内分する点であるから
#   »
OP = s

#    »
OC = (0, s, 0)

であり，Qは線分 ABを t : (1− t)に内分する点であるから
#    »
OQ = (1− t)

#   »
OA+ t

#   »
OB

=
(
1− t, 1− t,

√
2(1− t)

)
+ (2t, 0, 0)

=
(
1 + t, 1− t,

√
2(1− t)

)
である．
よって

#   »
PQ =

#    »
OQ− #   »

OP =
(
1 + t, 1 − t − s,

√
2(1 − t)

)
……（答）

である．
(4)

#   »
PQと

#    »
OCが直交するとき

#   »
PQ · #    »

OC = 0(
1 + t, 1− t− s,

√
2(1− t)

)
· (0, 1, 0) = 0

1− t− s = 0

∴ s = 1 − t ……（答）

である．
(5) (4)より

| #   »
PQ|2 = (1 + t)2 + 02 + 2(1− t)2

= 3t2 − 2t + 3 ……（答）

である．
(6) 三角形 OCQの面積を S とおく．

O CP

QS = 1
2

×OC× (Qから OCに下した垂線の長さ)

= 1
2

×OC× PQ (∵ (4))

= 1
2

× 1×
√

3t2 − 2t+ 3 (∵ (5))

= 1
2

√
3t2 − 2t+ 3

= 1
2

√
3
(
t− 1

3

)2

+ 8
3

であり，S は

t = 1
3
のとき，最小値 1

2

√
8
3

=

√
6
3

……（答）

をとる．

• (4)，(5)を無視するなら

S = 1
2

√
| #    »
OC|2| #    »

OQ|2 − (
#    »
OC · #    »

OQ)2

= 1
2

√
12{(1 + t)2 + (1− t)2 + 2(1− t)2} − {0 + (1− t) + 0}2

= 1
2

√
(1 + t)2 + 2(1− t)2

= 1
2

√
3t2 − 2t+ 3

である．以下，【解答】と同じ．


