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三角形の成立条件

および

直角三角形，鋭角三角形，鈍角三角形であるための条件

1 三角形の成立条件

△ABCにおいて，辺 BC，CA，ABをそれぞれ ∠A, A

B Ca

bc

∠B, ∠Cの対辺といい，∠A, ∠B, ∠Cをそれぞれ辺 BC，

CA，ABの対角という．

以下では，△ABC の ∠A, ∠B, ∠C の対辺 BC，CA，

ABの長さをそれぞれ a, b, cで表す．

1.1 三角形の辺と角の関係

三角形の任意の 2辺について，2辺の大小関係はその対角の大小関係と一致する．

したがって，最大の辺の対角は最大の角である．

定理

△ABCの 2辺とその対角について，次のことが
A

B C

小大

小 大

成り立つ．

( i ) b = c ⇐⇒ ∠B = ∠C
(ii) b < c ⇐⇒ ∠B < ∠C
(iii) b > c ⇐⇒ ∠B > ∠C

(証明) ( i ) =⇒の証：b = cならば，辺 BCの中点をM

B C

A

M

|| ||

| |

bcとすると，△ABM ≡ △ACMであり

∠B = ∠C
が成り立つ．

⇐=の証：∠B = ∠Cならば，Aから辺 BCに垂線

B C

A

H

bcAHをひくと，△ABH ≡ △ACHであり

b = c

が成り立つ．
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(ii) =⇒の証：b < cならば，辺 AB上に点 Dを
A

B Ca

b
c

D

||

||

AD = bとなるようにとることができる．このとき，

△ADCは AD = ACの二等辺三角形であり

∠ADC = ∠ACD (∵ ( i )) …… 1⃝

である．ここで

∠ADC = ∠B+ ∠BCD > ∠B
∠ACD = ∠C− ∠BCD < ∠C

であるから， 1⃝とあわせると

∠B < ∠C
が成り立つ．

⇐=の証：∠B < ∠Cならば，辺 AB上に点 E

B C

A

E

F

a

b
c

••

を ∠ACE = ∠Bとなるようにとることができる．
∠ECBの二等分線と辺ABとの交点を Fとすると

∠AFC = ∠B+ ∠BCF
= ∠ACE+ ∠ECF
= ∠ACF

△AFCは AC = AFの二等辺三角形であり

b = AF < AB = c

である．すなわち

b < c

が成り立つ．

(iii) については，(ii)の b, cを c, bに，B, Cを C, Bに置き換えることにより，証

明される．

• (ii)の (⇐=の証)は背理法を用いてもよい．

すなわち，∠B < ∠Cのもとで b ≧ cと仮定する．

b = cのときは，( i )より，∠B = ∠Cであり，不合理．
b > cのときは，(ii)の=⇒が示されると (iii)の=⇒も示されるから，∠B > ∠C
であり，不合理．

よって，b < cである．

1.2 三角形の成立条件

辺と角の大小関係を用いると，三角形の 3辺の長さについて，

2辺の長さの和は，他の 1辺の長さより大きい（寄り道すると，遠くなる）
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ことが示される．さらに，これは三角形の存在条件へと進めることができる．まずは

次の定理を示しておこう．

補助定理 A

△ABCにおいて A

B Ca

bc
(∗)


b+ c > a

c+ a > b

a+ b > c

が成り立つ．

(証明) b+ c > aを証明する．

A

B Ca

bc

D

||

||

辺 BAの延長上に，AD = ACとなるように点 D

をとる．このとき

BD = BA+AD = AB+AC = c+ b

である．△ACDは二等辺三角形であるから

∠ACD = ∠D

よって

∠BCD = ∠BCA+ ∠ACD = ∠BCA+ ∠D > ∠D

△BCDにおいて，∠BCD > ∠Dであるから，辺と角の大小関係により
BD > BC

である．すなわち

b+ c > a

が成り立つ．

同じく，c+ a > b, a+ b > cも成り立つ． …… (証明終わり)

補助定理 B

(∗)


b+ c > a

c+ a > b

a+ b > c

⇐⇒ |b− c| < a < b+ c …… (∗)′

(証明) (∗)の第 2，第 3の不等式を aについて整理すると{
c+ a > b

a+ b > c
⇐⇒

{
a > b− c

a > c− b
⇐⇒ |b− c| < a

したがって

(∗) ⇐⇒ |b− c| < a < b+ c

が成り立つ． …… (証明終わり)
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• 補助定理 Bでは，a, b, cは正の数とは限定していない．しかし，|b− c| ≧ 0で

あるから，|b − c| < aとあわせると a > 0がわかる．同じく，(∗)を b, cにつ

いて不等式を整理することにより，b > 0，c > 0であることもわかる．

• a, b, cが正の数と確認されたから，(∗)′を三角形の辺の長さとして表現すると

「2辺の長さ和は，他の 1辺の長さより大きく，

2辺の長さ差は，他の 1辺の長さより小さい．」

となる．

それでは，三角形の成立条件へと進もう．

定理

正の数 a, b, cを 3辺の長さとする三角形が存在するための条件は

(∗)


b+ c > a

c+ a > b

a+ b > c

である．

(証明) =⇒の証：3つの正の数 a, b, cを 3辺の長さとする三角形が存在するなら

ば，補助定理 Aにより (∗)は成り立つ．
⇐=の証：補助定理 Bより a, b, cは正であり，不等式 |b− c| < a < b+ cが成り立

つ．BC = aとなる線分 BCをとり，Bを中心とする半径 cの円 Bと，Cを中心とす

る半径 bの円 C を考える．

|b − c| < a < b + cのとき，2円 B, C は 2点で交わる (|b − c| = aのとき，2円

B, C は内接し，|b+ c| = aのとき，2円B, C は外接する) から，この交点の 1つを

Aとすると，3つの正の数 a, b, cを 3辺の長さとする三角形ABCをつくることがで

きる．

B C

A

a

b

c

a < b− c のとき

B C

A

a

bc

b− c < a < b+ c のとき

B C

A

a

bc

b+ c < a のとき
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2 直角三角形，鋭角三角形，鈍角三角形であるための条件

2.1 余弦定理

△ABCの 1つの角と 3つの長さの間に次の等式が成り立つ．この等式は余弦定理

と呼ばれる．余弦定理は

「2辺の長さと夾角 (隣り合う 2辺のつくる角)がわかれば，

残りの辺の長さを求めることができる」

という定理である．

定理

△ABCにおいて A

B Ca

bc
a2 = b2 + c2 − 2bc cosA

b2 = c2 + a2 − 2ca cosB

c2 = a2 + b2 − 2ab cosC

が成り立つ．

(証明) a2 = b2 + c2 − 2bc cosAを示す．

b, c, ∠Aの値が与えられたものとする．Cから辺 ABまたはこの延長上に下した

垂線の足を Hとする．Hの位置は次の 5つの場合がある．

C

A BH

ab

c
( i )

C

BA=H

a
b

c
(ii)

C

A BH

ab

c
(iii)

C

A B=H

a
b

c
(iv)

C

A B H

ab

c
(v)

( i )，(ii)，(iii)，(v)のとき，△HBCは直角三角形であり，どのときも

a2 = CH2 +BH2

である．(iii)のとき

CH = b sinA,

BH = AB−AH = c− b cosA
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であり

a2 = (b sinA)2 + (c− b cosA)2

= b2(sin2 A+ cos2 A) + c2 − 2bc cosA

= b2 + c2 − 2bc cosA

が成り立つ．

( i )のとき，CH = b sinA，BH = AB+AH = c+ b cos(180◦ −A) = c− cosA．

(ii)のとき，CH = b，BH = cである．sin 90◦ = 1, cos 90◦ = 0より，CH = b sinA，

BH = c− b cosAとしてよい．

(v)のとき，CH = b sinA，BH = AH−AB = b cosA− c．

いずれのときも，(iii)と同じ結果を得る．

(iv)のとき，a2 = b2 − c2 である．これは

b2 + c2 − 2bc cosA = b2 + c2 − 2bc · c
b
= b2 − c2

であり，(iv)のときも (iii)に含めることができる．

以上，すべての場合について

a2 = b2 + c2 − 2bc cosA

が成り立つ．

b2 = c2 + a2 − 2ca cosB，c2 = a2 + b2 − 2ab cosC のときも同じく成り立つ．

余弦定理より次の等式を導くことができる．

cosA = b2 + c2 − a2

2bc
, cosB = c2 + a2 − b2

2ca
, cosC = a2 + b2 − c2

2ab

2.2 直角三角形，鋭角三角形，鈍角三角形であるための条件

三角形において最大の角以外の角はどちらも鋭角である．よって，三角形が鋭角三

角形，直角三角形，鈍角三角形のいずれであるかを調べるには，最大の角が鋭角，直

角，鈍角のいずれであるかを調べればよい．

△ABCにおいて，∠Aを最大の角とすると，BC = aが最大の辺である．余弦定理

より cosA = b2 + c2 − a2

2bc
であり，cosAの符号と b2 + c2 − a2 の符号は一致するか

ら，次が成り立つ．

△ABCにおいて，BCが最大の辺のとき

∠A = 90◦ ⇐⇒ a2 = b2 + c2

∠A < 90◦ ⇐⇒ a2 < b2 + c2

∠A > 90◦ ⇐⇒ a2 > b2 + c2
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ここで，a, b, cは三角形の 3辺の長さであり，さらに，最大辺の長さが aとしてい

るので，三角形の成立条件は

a < b+ c

となる．直角三角形，鋭角三角形，鈍角三角形のいずれであるかを調べるときに

三角形の成立条件を前提としなければならないのか？

実は，直角三角形，鋭角三角形については，この前提は不要である．a2 ≦ b2 + c2

から a < b+ cを導くことができるからである．

定理

正の数 a, b, cにおいて，aが最大のとき

( i ) a, b, cを 3辺の長さとする直角三角形が存在するための条件は

a2 = b2 + c2

(ii) a, b, cを 3辺の長さとする鋭角三角形が存在するための条件は

a2 < b2 + c2

(iii) a, b, cを 3辺の長さとする鈍角三角形が存在するための条件は{
a < b+ c

a2 > b2 + c2

である．

(証明) ( i )，(ii)について調べる．

=⇒の証明：a, b, cを 3辺の長さとする三角形が存在するときの議論であり，長さ

aである最大辺の対角 ∠Aは

( i ) ∠A = 90◦, (ii) ∠A < 90◦

である．このとき，cosA = b2 + c2 − a2

2ab
により

( i ) a2 = b2 + c2, (ii) a2 < b2 + c2

であることが示される．

⇐=の証明：( i )，(ii)については，aが最大であるから

( i )′ a2 = b2 + c2 ならば a < b+ c

(ii)′ a2 < b2 + c2 ならば a < b+ c

であることを示せば，BC = a, CA = b, AB = cとなる三角形 ABCが存在する．こ

のとき

a2 = b2 + c2 ならば，cosA = 0であり，最大角 ∠A = 90◦

a2 < b2 + c2 ならば，cosA > 0であり，最大角 0◦ < ∠A < 90◦
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すなわち

( i ) 直角三角形 (ii) 鋭角三角形

であることが確認される．

( i )′，(ii)′ まとめて，a2 ≦ b2 + c2 ならば a < b+ cであることを示す．

(b+ c)2 − a2 = (b2 + c2 − a2) + 2bc ≧ 2bc > 0 (b, c は正数)

一方

(b+ c)2 − a2 = (b+ c+ a)(b+ c− a)

であるから

(b+ c+ a)(b+ c− a) > 0

が成り立つ．b+ c+ a > 0より b+ c− a > 0であるから

a < b+ c

が成り立つ．

(iii)について調べる．

aが最大であるから，a < b+ cは a, b, cを 3辺の長さとする三角形の存在条件で

あり，これと a2 > b2 + c2 をあわせると，この三角形は ∠Aが鈍角となる三角形で
ある．

よって，( i )，(ii)，(iii)は成り立つ． …… (証明終わり)

• aが最大ということより，a < b+ cのみで三角形の成立条件とした．aの最大

性と b, cが正であることから，b < c+ a, c < a+ bが成り立つことを確認して

おこう．

b ≦ a < c+ a ∴ b < c+ a

c ≦ a < b+ a ∴ c < a+ b

• (iii)において，三角形の成立条件 a < b+ cを外すことはできない．

例えば，3つの正の数の組 (a, b, c) = (8, 3, 4)は a2 > b2 + c2 を満たすが，

a, b, cは三角形の 3辺の長さとはならない．

0 < b < a かつ 0 < c < a

a2 < b2 + c2 a2 = b2 + c2
a2 > b2 + c2

a < b+ c a ≧ b+ c

鋭角三角形 直角三角形 鈍角三角形 三角形でない


