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1 論証

1 次の問いに答えよ．ただし，
√
3 が無理数であることは証明せずに用いてよい．

(1) tanα と tanβが有理数であり，tan(α + β)が定義されるとき，tan(α + β)も有理
数であることを示せ．

(2) tan 10◦ は無理数であることを示せ．

(3) tan(90◦ − α) = 1
tanα

(0◦ < α < 90◦)が成り立つことを，鋭角の三角比の定義に

もとづいて説明せよ．
(4) tan 8◦ は無理数であることを示せ．

(22 北海道教育大 3)

参考問題

【1 – 1】tan 1◦は有理数か．
(06 京都大 後期 理系 6)

【1 – 2】0 < θ < π
2
とする．cos θ は有理数ではないが，cos 2θ と cos 3θ がともに有

理数となるような θ の値を求めよ．ただし，p が素数のとき，
√
p が有理数でないこ

とは証明なしに用いてよい．
(19 京都大 理系 1(1))
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2 場合の数・確率

2 次の問いに答えよ．

(1) 1から 9までの自然数の中から，1 ≦ a1 < a2 < a3 ≦ 9を満たすように 3つの数を
選び，それを (a1, a2, a3)とする．このような 3つの数 (a1, a2, a3)の選び方のうち，
a2 − a1 ≧ 3かつ a3 − a2 ≧ 3を満たすものは全部で何通りあるか．

(2) 1から 50までの自然数の中から，1 ≦ a1 < a2 < a3 ≦ 50を満たすように 3つの数
を選び，それを (a1, a2, a3)とする．このような 3つの数 (a1, a2, a3)の選び方のう
ち，a2 − a1 ≧ 10かつ a3 − a2 ≧ 10を満たす
ものは全部で何通りあるか．

囚 次の間いに答えよ。 （50点）

問1 1から9までの自然数の中から，l豆町くのくa3孟9を満たすように3つの数を選び，それを（a1・az.as）とする。

このような3つの数（a1.az, a3）の選び方のうち.az a1ミ3かつの a2ミ3を満たすものは全部で何通りあるか。

問2 1から 50までの自然数の中から. 1話。1<a2 < a3 ~ 50を満たすよ うに3つの数を選び．それを（a1・a2.a3）とする。

このような3つの数（a1.α2.a3）の選び方のうち， a2-a1ミ10かつa3ーのミ10を満たすものは全部で何通りあるか。

間3 1番から 20番までの番号が書かれた座席が．図のように円形に並んでいる。この中から.2つ以上の間隔を空けて3つ

の座席を選ぶ（例えば.l番を選んだときは2番.3番. 19番.20番は選べない）。 このような3つの座席の選び方は全

部で何通りあるか。

困 回

（解答は次のページの解答欄に記入すること）

探 凸－ 欄

問l

間2

問3

言f

-7-

(3) 1番から 20番までの番号が書かれた座席が，図のよ
うに円形に並んでいる．この中から，2つ以上の間隔を
空けて 3つの座席を選ぶ (例えば，1番を選んだときは
2番，3番，19番，20番は選べない)．このような 3つ
の座席の選び方は全部で何通りあるか．

(22 琉球大・工・医・理・教育 4)

参考問題

【2 – 1】箱の中に 1から nまでの番号がついた n枚の札がある．ただし n ≧ 5とし，同
じ番号の札はないとする．この箱から 3枚の札を同時に取り出し，札の番号を小さい
順にX, Y, Z とする．このとき，Y −X ≧ 2かつ Z − Y ≧ 2となる確率を求めよ．

(22 京都大 理系 2)
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3 オイラーの多面体定理

3 次のような凸多面体K, K ′について考える．KとK ′のどちらについても，各面は，
正方形または正六角形である．また，K について，頂点の数 vは 24，辺の数 eは 36で
ある．次の問いに答えよ．

(1) K の面の数 f を求めよ．
(2) K ′の各頂点について，その頂点に集まる面の数が 3であることを示せ．
(3) K ′について，正方形である面の数が 6であることを示せ．
(4) K ′の面の数を f ′とするとき，f ≧ f ′であることを示せ．

(22 大阪公立大 後 理 5)

参考問題

【3 – 1】n は 3以上の整数とする．正 n角形の外接円の半径を正 n角形の半径とよぶ．
2n+ 2個の面で囲まれた凸多面体で，次の 2つの条件 (a)，(b)を満たすものをAn

とする．

(a) 2個の半径 1の正 n角形を面にもち，それらは平行である．
(b) (a) の 2個の面の他に互いに合同な 2n 個の正三角形を面にもつ．

例えば，A3 は正八面体になる．θ = π
n
とおく．

(1) An の辺の数を n を用いて表せ．
(2) 条件 (b) の正三角形の高さを θ を用いて表せ．

条件 (a)の 2つの面の間の距離 (一方の面から他方の面へ引いた垂線の長さ) をH

とする．

(3) H を θ を用いて表せ．

(4) An の体積を V とするとき， V
nH

を θ を用いて表せ．

(22 京都府医大 4)
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4 とりうる値の範囲

4 a, bを実数とし，f(z) = z2 + az + bとする．a, bが

|a| ≦ 1, |b| ≦ 1

を満たしながら動くとき，f(z) = 0を満たす複素数 zがとりうる値の範囲を複素数平面
上に図示せよ．

(22 東京工大 1)

参考問題

【4 – 1】aを実数とする．xの 2次方程式 x2 + (a + 1)x + a2 − 1 = 0について，以下
の問に答えよ．

(1) この 2次方程式が異なる 2つの実数解をもつような aの値の範囲を求めよ．
(2) aを (1)で求めた範囲で動かすとき，この 2次方程式の実数解がとりうる値の範
囲を求めよ．

(21 神戸大 後 理系 4)
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5 通過領域

5 aは正の実数とする．複素数 zが |z − 1| = aかつ z \= 1
2
を満たしながら動くとき，

複素数平面上の点w = z − 3
1− 2z

が描く図形をKとする．このとき，次の問いに答えよ．

(1) K が円となるための aの条件を求めよ．また，そのときK の中心が表す複素数と
K の半径を，それぞれ aを用いて表せ．

(2) aが (1)の条件を満たしながら動くとき，虚軸に平行で円Kの直径となる線分が通
過する領域を複素数平面上に図示せよ．

(22 東京工大 4)

参考問題

【5 – 1】正の実数 t に対し，座標平面上の 2 点 P(0, t) と Q
(
1
t
, 0

)
を考える．t が

1 ≦ t ≦ 2の範囲を動くとき，座標平面内で線分 PQが通過する部分を図示せよ．
(22 大阪大 理系 3)

【5 – 2】xy 平面上に，2点 P
(
cos θ, cos2 θ

)
，Q

(
sin θ, sin2 θ

)
をとる．線分 PQ の中

点の x 座標を t とし，線分 PQ の長さを L とおく．θ が π
2

≦ θ ≦ π の範囲を動く

とき，以下の設問に答えよ．なお各設問の答えは解答用紙 (省略)の指定欄に記入し，
左の枠内には答えの導出過程を簡潔に記入すること．

(1) 直線 PQ の方程式を t を用いて表せ．
(2) L の値の範囲を求めよ．
(3) L が最大値をとるときの θ の値を求めよ．
(4) 線分 PQ が通過する領域を xy 平面上に図示せよ．

(22 関西医大 4)
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6 体積

6 座標空間において，x2 + y2 ≦ 3, 0 ≦ z ≦ 3 で表される円柱を C とする．以下の設
問に答えよ．

(1) C のうち，
√
3z ≦ y を満たす部分を D1 とするとき，D1 の体積を求めよ．

(2) C のうち，z ≦ −
√
3y を満たす部分を D2 とするとき，D2 の体積を求めよ．

(3) C のうち，yz 平面上の直線 y+
√
3z = 0 からの距離が

√
3以下となる部分を D と

するとき，D の体積を求めよ．

(22 関西医大 )

参考問題

【6 – 1】座標空間内に 4点A(1, 0, 1)，B(−1, 0, 1)，C(0, 1, − 1)，D(0, − 1, − 1)

をとる．点 Pが線分 AB上を動き，点 Qが線分 CD上を動くとき，線分 PQ上の点
が通過し得る領域を Sとする．このとき以下が成り立つ．

(a) Sの体積は
ア

イ
である．

(b) z軸の周りに Sを回転させてできる立体の体積は
ウ

エ
πである．

(22 東京理大 理 (応数・応物・応化) 1(1))

【6 – 2】曲線 y = − 1
2
x2 − 1

2
x + 1 (0 ≦ x ≦ 1) を C とし，直線 y = 1 − x を ℓ と

する．

(1) C 上の点 (x, y) と ℓ の距離を f(x) とするとき，f(x) の最大値を求めよ．
(2) C と ℓ で囲まれた部分を ℓ の周りに 1回転してできる立体の体積を求めよ．

(22 群馬大 医 4)
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7 解答例

1

(1) 加法定理より

tan(α+ β) =
tanα+ tanβ
1− tanα tanβ

であり，tanα と tanβが有理数であるならば，右辺は有理数である．
よって，tan(α+ β)は有理数である． …… (証明終わり)

(2) 背理法を用いる．
tan 10◦ を有理数と仮定すると，(1)より tan 20◦ = tan(10◦ +10◦) は有理数であり，

tan 30◦ = tan(20◦ + 10◦), tan 60◦ = tan(30◦ + 30◦) も有理数である．
一方，tan 60◦ =

√
3 は無理数だから，矛盾である．

よって，tan 10◦は無理数である． …… (証明終わり)

(3) 直角三角形ABCにおいて，∠B = 90◦, ∠A = α とすると

A B

C

α

∠C = 90◦ − α である．鋭角の三角比の定義により

tanα = tanA = BC
AB

,

tan(90◦ − α) = tanC = AB
BC

となり，tan(90◦ − α) = 1
tanα

が成り立つ． …… (証明終わり)

(4) 背理法を用いる．
tan 8◦ を有理数と仮定すると，(2)と同様にして，tan 80◦ も有理数となる．
(3)より

tan 10◦ = tan(90◦ − 80◦) = 1
tan 80◦

が成り立つ．この等式の右辺は有理数であるが，(2)より左辺は無理数であり，不合
理である．
よって，tan 8◦ は無理数である． …… (証明終わり)

【1 – 1】tan 1◦は有理数でない (無理数である)ことを背理法で示す．

「tan 1◦ が有理数である」 …… (∗)
と仮定する．このとき 1 ≦ n ≦ 89を満たすすべての整数 n対して

「tann◦が有理数である」 …… (∗∗)
ことを数学的帰納法で示す．

( i ) n = 1のとき
背理法の仮定 (∗)により，n = 1のとき (∗∗)は成立する．

(ii) n = k (1 ≦ k ≦ 88) のとき，tan k◦が有理数であると仮定すると

tan(k + 1)◦ = tan k◦ + tan 1◦

1− tan k◦ tan 1◦

であるから，n = k + 1のときも (∗∗)は成立する．

7



以上 ( i )，(ii)より，1 ≦ n ≦ 89を満たすすべての整数 n対して (∗∗)は成り立つ．
したがって，tan 60◦ は有理数となるが，tan 60◦ =

√
3 であり，これは無理数であ

るから，不合理である．
よって，tan 1◦ は有理数でない (無理数である)． …… (証明終わり)

【1 – 2】2倍角の公式，3倍角の公式より

cos 2θ = 2 cos2 θ − 1

cos 3θ = 4 cos3 θ − 3 cos θ

= (4 cos2 θ − 3) cos θ

=
(
4 · 1 + cos 2θ

2
− 3

)
cos θ

= (2 cos 2θ − 1) cos θ …… 1⃝

である． 1⃝ において，2 cos 2θ − 1 \= 0 とすると，cos θ = cos 3θ
2 cos 2θ − 1

となり，

cos 2θ, cos 3θ がともに有理数となるときは，cos θ も有理数となる．これは cos θ が
有理数ではないことに反する．したがって

2 cos 2θ − 1 = 0 ∴ cos 2θ = 1
2

であることが必要である．
0 < θ < π

2
より，0 < 2θ < πであるから，これを満たす θは

2θ = π
3

∴ θ = π
6

である．θ = π
6
のとき

cos θ =

√
3
2
は有理数でない (∵ 3は素数であり,

√
3 は有理数でない)，

cos 2θ = 1
2
は有理数であり，cos 3θ = 0も有理数である．

与えられた条件を満たすから (十分)，求める θの値は

θ =
π

6
……（答）

である．

2

(1) 与えられた条件は
1 ≦ a1 < a2 < a3 ≦ 9

a2 − a1 ≧ 3

a3 − a2 ≧ 3

⇐⇒

{
1 ≦ a1 < a2 < a3 ≦ 9

a1 + 3 ≦ a2 ≦ a3 − 3

⇐⇒ 4 ≦ a1 + 3 ≦ a2 ≦ a3 − 3 ≦ 7 …… 1⃝

であり，a2を 4 ≦ a2 ≦ 6の範囲で固定したとき
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a1は，1, · · · , a2 − 3の a2 − 3 通り
a3は，a2 + 3, · · · , 9の 7− a2 通り

の選び方がある．よって，求める 3つの数 (a1, a2, a3) の選び方は

6∑
a2=4

(a2 − 3)(7− a2) = 1 · 3 + 2 · 2 + 3 · 1

= 3 + 4 + 3 = 10 通り ……（答）

ある．

• すべてを書き出すと

a1 a2 a3

1 4 7, 8, 9

5 8, 9

6 9

2 5 8, 9

6 9

3 6 9

の 10通りである．

• (2)のように n = 50となるとすべてを書き出すやり方はツライ．
組 (a1 + 3, a2, a3 − 3)に対し，組 (a1, a2, a3)は一意に決まるから，4，5，6の

3種類の数字の中から重複を許して 3個の数字を選び，小さい方から順に a1+3,

a2, a3 − 3とすればよい (重複組合せ)．
よって，組 (a1, a2, 3)の選び方は

3H3 = 3+3−1C3 =
5 · 4
2 · 1 = 10 通り

ある．
• 1⃝ ⇐⇒ 4 ≦ a1 + 3 < a2 + 1 < a3 − 1 ≦ 8

であり，組 (a1 + 3, a2 + 1, a3 − 1)に対し，組 (a1, a2, a3)は一意に決まるから，
4～8の 5個の数字の中から 3個の数字を選び，小さい方から順に a1+3, a2+1,

a3 − 1とすればよい (組合せ)．組 (a1, a2, a3)の選び方は

5C3 =
5 · 4
2 · 1 = 10 通り

ある．
• 5個，2個，2個の球の組をつくり，5個 ⃝⃝⃝⃝⃝ ⃝⃝ ⃝⃝

⇓
⃝ ⃝ ⃝⃝ ⃝⃝

⇓
⃝ ⃝⃝ ⃝⃝⃝

⇓
1⃝ 2 3⃝ 4⃝ 5 6⃝ 7⃝ 8⃝ 9

の球の組から 3個を選び印をつける．印
が付いた球の間に 2個の球の組を 1組ず
つ入れて 9個の球の列をつくり，左から
順に 1から 9の番号をつける．
このとき，印のついた球の番号 3つが

題意の 3つの数である．求める場合の数は

5C3 = 10 (通り)
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である．
※この解法は「入試の軌跡」さんによるものです．素晴らしい．
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/ryukyu/ryukyu_2022.pdf#9

(2) 与えられた条件は
1 ≦ a1 < a2 < a3 ≦ 50

a2 − a1 ≧ 10

a3 − a2 ≧ 10

⇐⇒

{
1 ≦ a1 < a2 < a3 ≦ 50

a1 + 10 ≦ a2 ≦ a3 − 10

⇐⇒ 11 ≦ a1 + 10 ≦ a2 ≦ a3 − 10 ≦ 40 …… 2⃝

であり，a2を 11 ≦ a2 ≦ 40の範囲で固定したとき

a1は，1, · · · , a2 − 10の a2 − 10 通り
a3は，a2 + 10, · · · , 50の 41− a2 通り

の選び方がある．よって，求める 3つの数 (a1, a2, a3) の選び方は

40∑
a2=11

(a2 − 10)(41− a2) =
30∑
k=1

k(31− k) (∵ k = a2 − 10)

= 31 · 30 · 31
2

− 30 · 31 · 61
6

= 31 · 5 · (93− 61)

= 4960 通り ……（答）

ある．

• 組 (a1 + 10, a2, a3 − 10)に対し，組 (a1, a2, a3)は一意に決まるから，組 (a1, a2, a3)

の選び方は

30H3 = 30+3−1C3 =
32 · 31 · 30
3 · 2 · 1 = 4960 通り

ある．
• 2⃝ ⇐⇒ 11 ≦ a1 + 10 < a2 + 1 < a3 − 8 ≦ 42

であり，組 (a1 + 10, a2 + 1, a3 − 8)に対し，組 (a1, a2, a3)は一意に決まるか
ら，組 (a1, a2, a3)の選び方は

32C3 =
32 · 31 · 30
3 · 2 · 1 = 4960 通り

ある．
• 32個，9個，9個の球の組をつくり，32個の球の組から 3個を選び印をつける．
印が付いた球の間に 9個の球の組を 1つずつ入れて 50個の球の列をつくり，左
から順に 1から 50の番号をつける．
このとき，印のついた番号 3つが題意の 3つの数である．求める場合の数は

32C3 = 4960 (通り)

である．
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(3) 選ぶ座席番号を a1 < a2 < a3 とする．

( i ) a1 = 1のとき，a2, a3は 2つ以上の間隔を空けるから{
4 ≦ a2 < a3 ≦ 18

a3 − a2 ≧ 3
⇐⇒ 4 ≦ a2 ≦ a3 − 3 ≦ 15

である．a2を 4 ≦ a2 ≦ 15の範囲で固定するとき，a3は 18− (a2 +2) = 16− a2通
りの選び方があるから，(a2, a3)の選び方は

15∑
a2=4

(16− a2) = 12 + 11 + · · ·+ 1 = 12 · 13
2

= 78 通り

ある．
(ii) a1 = 2のとき{

5 ≦ a2 < a3 ≦ 19

a3 − a2 ≧ 3
⇐⇒ 5 ≦ a2 ≦ a3 − 3 ≦ 16

a2を 5 ≦ a2 ≦ 16の範囲で固定するとき，a3は 19 − (a2 + 2) = 17 − a2通りの選
び方があるから，(a2, a3)の選び方は

16∑
a2=5

(17− a2) = 12 + 11 + · · ·+ 1 = 12 · 13
2

= 78 通り

ある．
(iii) a1 ≧ 3のとき

3 ≦ a1 < a2 < a3 ≦ 20

a2 − a1 ≧ 3

a3 − a2 ≧ 3

⇐⇒

{
3 ≦ a1 < a2 < a3 ≦ 20

a1 + 3 ≦ a2 ≦ a3 − 3

⇐⇒ 6 ≦ a1 + 3 ≦ a2 ≦ a3 − 3 ≦ 17

a2を 6 ≦ a2 ≦ 17の範囲で固定するとき，a1は 3, · · · , a2 − 3の a2 − 5通り，a3

は 20− (a2 + 2) = 18− a2通りの選び方があるから，(a1, a2, a3)の選び方は

17∑
a2=6

(a2 − 5)(18− a2) =
12∑
k=1

k(13− k) (∵ k = a2 − 5)

= 13 · 12 · 13
2

− 12 · 13 · 25
6

= 2 · 13(39− 25) = 364 通り

ある．

よって，3つの座席の選び方は

78 + 78 + 364 = 520 通り ……（答）

ある．

• 重複組合せを用いて数えると
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( i ) a1 = 1のとき 12H2 = 12+2−1C2 = 78 通り
(ii) a1 = 2のとき 12H2 = 78 通り
(iii) a1 ≧ 3のとき 12H3 = 12+3−1C3 = 364 通り

以上より，全部で

78 + 78 + 364 = 520 通り

ある．
• 座席が横 1 列のとき，2つ以上の間隔を空 ⃝⃝· · ·⃝⃝︸ ︷︷ ︸

16 個

⃝⃝ ⃝⃝
けて 3つの座席を選ぶ場合の総数は (1)の
別解と同様にして，16個，2個，2個の球
の組をつくると

16C3 =
16 · 15 · 14
3 · 2 · 1 = 560 (通り)

である．座席が円形であるため，この中から

(a1, a3) = (1, 20), (1, 19), (2, 20)

の場合を除けばよい．

(a1, a3) = (1, 20)のとき a2 = 4, 5, · · · , 17の 14通り

(a1, a3) = (1, 19)のとき a2 = 4, 5, · · · , 16の 13通り

(a1, a3) = (2, 20)のとき a2 = 5, 6, · · · , 17の 13通り

よって，求める場合の総数は

560− (14 + 13 + 13) = 520 (通り)

である．

【2 – 1】n 枚の札から 3枚を同時に取り出すときの取り出し方は

nC3 =
1
6
n(n− 1)(n− 2)（通り）

あり，これらは同様に確からしい．
取り出した札の番号を小さい順に X, Y, Z とするとき

(∗)


1 ≦ X < Y < Z ≦ n

Y −X ≧ 2

Z − Y ≧ 2

⇐⇒

{
1 ≦ X < Y < Z ≦ n

X + 2 ≦ Y ≦ Z − 2

⇐⇒ 3 ≦ X + 2 ≦ Y ≦ Z − 2 ≦ n− 2 …… 1⃝

となるのは Y = k (k = 3, 4, · · · , n− 2)のとき

X は 1, 2, · · · , k − 2の k − 2通り，
Z は k + 2, k + 3 · · · , nの n− k − 1通り

12



があるから，(∗)を満たす取り出し方は
n−2∑
k=3

(k − 2)(n− k − 1)

=
n−4∑
j=1

j(n− 3− j) (∵ j = k − 2 とした. n ≧ 5より定義可能)

= (n− 3)
(n− 4)(n− 3)

2
− 1

6
(n− 4)(n− 3)(2n− 7)

= 1
6
(n− 3)(n− 4){3(n− 3)− (2n− 7)}

= 1
6
(n− 3)(n− 4)(n− 2) (通り)

である．
よって，求める確率は

1
6
(n− 3)(n− 4)(n− 2)

1
6
n(n− 1)(n− 2)

=
(n − 3)(n − 4)

n(n − 1)
……（答）

である．

• 次のように考えてもよい．
1⃝を満たす (X + 2, Y, Z − 2)に対し (X, Y, Z)は一意に決まるから，3, 4,

· · · , n− 2の n− 4種類の中から重複を許して 3個の数字を選び，小さい方から
順にX + 2, Y, Z − 2とすればよい (重複組合せ)．(X, Y, Z)の総数は

n−4H3 = n−2C3 =
(n− 2)(n− 3)(n− 4)

6

である．以下解答と同じ．
• n− 3 個の白玉を 1列に並べておいて，その両端と隙間をあわせた n− 2ヶ所のう
ちの 3ヶ所を選んで赤玉を入れる．ついで，n 個の玉全部に順に番号をつけ，赤
玉の番号を小さい順に X, Y, Z とすると「Y −X ≧ 2 かつ Z − Y ≧ 2」を満た
す．このような赤玉の入れ方は

n−2C3 =
1
6
(n− 2)(n− 3)(n− 4)通り

ある．以下解答と同じ．
• n− 2個，1個，1個の球の組をつくり，n− 2個の球の組から 3個を選び印をつ
ける．印が付いた球の間に 1個の球の組を 1つずつ入れて n個の球の列をつくり，
左から順に 1から nの番号をつける．
このとき，印のついた番号 3つが題意の 3つの数X, Y, Z である．求める場

合の数は

n−2C3 =
(n− 2)(n− 3)(n− 4)

3 · 2 · 1 =
(n− 2)(n− 3)(n− 4)

6

ある．以下解答と同じ．
• 余事象を考えてもよい．
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「Y −X ≧ 2 かつ Z − Y ≧ 2」の余事象は，「Y −X = 1 または Z − Y = 1」
である．
小さい順に X, Y, Z とするとき

Y −X = 1 …… ア⃝ ⇐⇒ X + 1 = Y < Z

であるから，ア⃝を満たす取り出し方はY = k (k = 2, 3, · · · , n)のとき，(X, Y, Z)

は n− k通りあるから，総数は
n∑

k=2

(n− k) =
(n− 1){(n− 2) + 0}

2
=

(n− 1)(n− 2)

2

である．

Z − Y = 1 …… イ⃝ ⇐⇒ X < Y = Z − 1

であるから，イ⃝ を満たす取り出し方は Y = k (k = 2, 3, · · · , n− 1) のとき，
(X, Y, Z)は k − 1通りあるから，総数は

n−1∑
k=2

(k − 1) =
(n− 2){1 + (n− 2)}

2
=

(n− 2)(n− 1)

2

である．{
Y −X = 1

Z − Y = 1
⇐⇒ X + 1 = Y = Z − 1

を満たす取り出し方は y = k (k = 2, 3, · · · , n− 1)のとき，(X, Y, Z)は 1通
りずつあるから，これを満たす取り出し方は

n− 2 (通り)

ある．したがって，余事象となる場合の数は

(n− 1)(n− 2)

2
+

(n− 2)(n− 1)

2
− (n− 2) = (n− 2)2

であり，求める確率は

1− (n− 2)2

1
6
n(n− 1)(n− 2)

= 1− 6(n− 2)

n(n− 1)
=

(n− 3)(n− 4)

n(n− 1)

である．

3

(1) 頂点，辺，面の数 v(vertex), e(edge), f(face)について，オイラーの多面体定理

v − e+ f = 2

が成り立つから

24− 36 + f = 2 ∴ f = 14 ……（答）

である．
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(2) K ′ は凸多面体であるから各頂点には 3つ以上の面が集まる．
K ′ のある頂点において集まる面の数が 4以上と仮定すると，面
は正方形または正六角形なので，その頂点で

(内角の総和) ≧ π
2

× 4 = 2π

となり，不合理である．
よって，K ′ の各頂点に集まる面の数は 3である． …… (証明終わり)

(3) K ′ について，頂点の数を v′，辺の数を e′，面のうち正方形である面の数を p，正
六角形である面の数を q とする．オイラーの多面体定理により

v′ − e′ + (p+ q) = 2 …… 1⃝

が成り立つ．
各面をすべてバラすと，頂点の数の総和は 4p + 6q であるが，(2) からK ′ の頂点

には 3つの面が集まるので

4p+ 6q = 3v′ …… 2⃝

が成り立つ．また，辺の数の総和は 4p+ 6q であるが，K ′ の辺は 2つの面に共有さ
れるので

4p+ 6q = 2e′ …… 3⃝

が成り立つ．

「 1⃝ かつ 2⃝ かつ 3⃝」⇐⇒


v′ =

4p+ 6q
3

e′ =
4p+ 6q

2
4p+ 6q

3
− 4p+ 6q

2
+ (p+ q) = 2

第 3式を整理すると
p
3

= 2 ∴ p = 6

よって，正方形である面の数は 6である． …… (証明終わり)

(4) f ′ = p+ q = 6 + q

正方形と正六角形が共有する辺の数を sとして，qの範囲を調べる．

s ≦ 4p (∵ 等号は正方形のすべて辺が共有辺のとき)

= 4× 6 (∵ (3))

= 24 …… 4⃝

また，1つの頂点に集まる 3つの面がすべて正六角形とすると，その頂点で

(内角の総和) = 2π
3

× 3 = 2π

となり，不合理である．したがって，1つの頂点に集まる 3つの面の少なくとも 1つ
のは正方形であり，1つの正六角形と辺を共有する正方形は 3個以上である．
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3q ≦ s …… 5⃝

以上， 4⃝, 5⃝より

3q ≦ s ≦ 24 ∴ q ≦ 8

であり

f ′ ≦ 6 + 8 = 14 = f

すなわち

f ≧ f ′

である． …… (証明終わり)

【3 – 1】

(1) 条件 (a)の正 n角形の一方を底面にとる．
上面，底面はどちらも n個の頂点があり，条件 (b)より側面は正三角形でできて

いるから，Anの各頂点には 4本の辺が集まっている．1つの辺に対し，頂点は 2個
対応するから，Anの辺の数は

4× (n+ n)

2
= 4n ……（答）

である．

• Anは 2n+2個の面をもち，条件 (b)より，頂点の個数は条件 (a)の正 n角形 2

個の頂点の個数と一致し，n+ n = 2n個である．オイラーの多面体定理

「(頂点の数)− (辺の数) + (面の数) = 2」

より

(辺の数) = (頂点の数) + (面の数)− 2

= 2n+ (2n+ 2)− 2

= 4n

である．

(2) 条件 (b)の正三角形の 1辺の長さ aは，条件 (a)の正

2π
n1 1

a a
||

||||

側面の正三角形n角形の 1辺の長さである．正 n角形の外接円の半径
は 1であるから，θ = π

n
とおくと

a = 2× 1 · sin π
n

= 2 sin θ

したがって，正三角形の高さ hは

h = a sin π
3

= 2 sin θ ·
√
3
2

=
√
3 sin θ ……（答）

である．
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(3) 上面 (底面)の中心から辺までの距離は cos θであるから，H

A

EB

F

DC

1

cos θ
θ

F D(E)

AC(B)

cos θ

h

1

H

は
H =

√
h2 − (1− cos θ)2

=
√

3(1− cos2 θ)− (1− cos θ)2

=
√

2 + 2 cos θ − 4 cos2 θ ……（答）

である．

• n = 3のときの凸多面体A3 は下図の正八面体ABC–DEF

である．正三角形 ABC，DEFを上面，底面とし，上面
と底面を太線，側面を細線をして上からと横から見た図
を右に示した．

A

D
E

B
C

F
(4) An の底面の頂点を共有する正 2n 角形を考え，それを底面とする高さ H の正 2n

角柱Bnを考える．Bnの体積は

2n×
(
1
2
· 12 · sin θ

)
·H = nH sin θ

である．Bn において，An の外側の部分は互いに合同な 2n 個の三角錐になってい
る．その部分の体積は

2n× 1
3

{
1
2
· 2 sin θ · (1− cos θ)

}
·H = 2nH

3
sin θ(1− cos θ)

である．よって，An の体積 V は

V = nH sin θ − 2nH
3

sin θ(1− cos θ)

であり
V
nH

= sin θ − 2
3
sin θ(1− cos θ) =

1

3
sin θ(1 + 2 cos θ) ……（答）

である．

4 f(z) = z2 + az + b

|a| ≦ 1 …… 1⃝

|b| ≦ 1 …… 2⃝
a, bが 1⃝かつ 2⃝を満たしながら動くときの f(z) = 0 …… 3⃝を満たす複素数 zがと

りうる値の範囲は，「 1⃝ かつ 2⃝ かつ 3⃝」をみたす実数 a, b が存在するような複素数 z

の集合である．
z2 + az + b = 0 …… 3⃝

z2 + az + b = 0 …… 3⃝′
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辺々の差をとると

z2 − z2 + a(z − z) = 0

(z − z)(z + z + a) = 0 …… 4⃝

が成り立つ．

( i ) z − z = 0のとき
z は実数であり，ab 平面において 3⃝は直線を表す．したがって，「 1⃝ かつ 2⃝ か

つ 3⃝」をみたす実数 a, b が存在するような z の条件は「ab 平面において直線 3⃝と
不等式 |a| ≦ 1, |b| ≦ 1 の表す領域が共有点をもつ」ことである．
A(1, 1)，B(−1, 1)，C(−1, − 1)，D(1, − 1)とし，

AB

C D

−1 1

−1

1

a

b

O

g(a, b) = z2 + az + bとすると，求める条件は

「直線 1⃝が線分AC, BDのいずれかと共有点をもつ」

⇐⇒直線 1⃝に関して，「A, Cが反対側にある」

または「B, Dが反対側にある」

⇐⇒ g(1, 1)g(−1,−1) ≦ 0

または g(−1, 1)g(1, − 1) ≦ 0

⇐⇒ (z2 + z + 1)(z2 − z − 1) ≦ 0 または (z2 − z + 1)(z2 + z − 1) ≦ 0

z は実数であり，z2 ± z + 1 =
(
z ± 1

2

)2
+ 3

4
> 0 (複号同順)だから，求める条件は

z2 − z − 1 ≦ 0または z2 + z − 1 ≦ 0

1−
√
5

2
≦ z ≦ 1 +

√
5

2
または −1−

√
5

2
≦ z ≦ −1 +

√
5

2

∴ − 1 +
√
5

2
≦ z ≦ 1 +

√
5

2

である．
(ii) z − z \= 0のとき

4⃝より
a = −(z + z)

このとき， 3⃝より
b = −z2 + (z + z)z = zz = |z|2

である．したがって，「 1⃝ かつ 2⃝ かつ 3⃝」をみたす実数 a, b が存在するような複素
数 z の条件は{

| − (z + z)| ≦ 1

|z|2 ≦ 1
∴

− 1
2

≦ Re(z) ≦ 1
2

|z| ≦ 1

• zは，実数係数の方程式 4⃝の虚数解であり，zも解であるから，解と係数の関係
より {

z + z = −a

zz = b
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である．以下同じ．

( i )，(ii) より，z の範囲は下図の太線および斜線部分である．

−1+
√
5

2
1+

√
5

2
−1 1−1

2
1
2

−1

1

x

y

O

【4 – 1】 x2 + (a+ 1)x+ a2 − 1 = 0 …… (∗)
(1) xの 2次方程式 (∗)が異なる 2つの実数解をもつための条件は，判別式をDxとお
くと，Dx > 0である．

Dx = (a+ 1)2 − 4(a2 − 1) = −3a2 + 2a+ 5 = −(a+ 1)(3a− 5)

であるから，求める条件は

−1 < a <
5

3
…… 1⃝ ……（答）

である．
(2) aが範囲 1⃝を動くときの (∗)の実数解 xのとりうる値の範囲は，(∗)を満たす a

が範囲 1⃝に存在するような xの値の集合である．
(∗)を aについて整理すると

(∗) ⇐⇒ a2 + xa+ x2 + x− 1 = 0

f(a) = a2 + xa+ x2 + x− 1とおき，f(a) = 0が範囲 1⃝に少なくとも一つ解をも
つための xの条件を求める．
f(a) = 0の判別式をDaとおくと

Da = x2 − 4(x2 + x− 1) = −3x2 − 4x+ 4 = −(x+ 2)(3x− 2)

であるから，f(a) = 0が実数解をもつための条件Da ≧ 0は

−2 ≦ x ≦ 2
3

…… 2⃝

である． 2⃝のとき，y = f(a)の軸 a = − x
2
は

− 1
2
· (−2) ≧ − x

2
≧ − 1

2
· 2
3

∴ − 1
3

≦ − x
2

≦ 1

軸は 1⃝の範囲にある．また，端点の符号については
f(−1) = x2 ≧ 0

f
(
5
3

)
= x2 + 8

3
x+ 16

9
=

(
x+ 4

3

)2
≧ 0
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f(−1), f
(
5
3

)
が同時に 0となることはないから，f(−1)，f

(
5
3

)
の少なくとも一

方は正であり，f(a) = 0を満たす aが範囲 1⃝に少なくとも一つ存在する．
よって，xのとりうる値の範囲は

−2 ≦ x ≦ 2

3
……（答）

である．

• ax平面上で

x = −a+1
2

5
3

−4
3

−1
3

2
3

1

−2

−1 a

x

O

x2 + (a+ 1)x+ a2 − 1 = 0

を満たす点 (a, x)の集合は右の太線となる．
(1)，(2)の範囲はこの図から読み取ることが

できる．

5 |z − 1| = a かつ z \= 1
2

…… 1⃝

w = z − 3
1− 2z

…… 2⃝

(1) 2⃝を変形すると

2⃝ ⇐⇒ w(1− 2z) = z − 3(
∵ z \= 1

2
は 1⃝にあるが，右の等式からも z \= 1

2
は確認できる

)
⇐⇒ (2w + 1)z = w + 3

⇐⇒ z = w + 3
2w + 1

(∵ 2w + 1 \= 0は確認できる)

である． 2⃝のとき，z \= 1
2
を満たすから，|z − 1| = aを満たす wの条件を求める．

w + 3
2w + 1

− 1 = a ⇐⇒ |2− w| = a|2w + 1| (∵ 2w + 1 \= 0)

である．辺々平方すると

(w − 2)(w − 2) = a2(2w + 1)(2w + 1)

ww − 2w − 2w + 4 = a2(4ww + 2w + 2w + 1)

(4a2 − 1)ww + (2a2 + 2)(w + w) = 4− a2

4a2 − 1 = (2a+1)(2a− 1)について，aは正の実数であるから 2a+1 \= 0である．ま

た，2a− 1 = 0とすると，0ww+ 5
2
(w+w) = 15

4
となり，w+w = 3

2
である．この
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ときの wの描く図形K は直線であり円とはならない．円となるためには 2a− 1 \= 0

が必要である．
4a2 − 1 \= 0のときを考える．さらに変形を続け

ww + 2a2 + 2
4a2 − 1

(w + w) = 4− a2

4a2 − 1(
w + 2a2 + 2

4a2 − 1

)(
w + 2a2 + 2

4a2 − 1

)
= 4− a2

4a2 − 1
+

(
2a2 + 2
4a2 − 1

)2

w + 2a2 + 2
4a2 − 1

2

= 25a2

(4a2 − 1)2

w + 2a2 + 2
4a2 − 1

= 5a
|4a2 − 1|

(∵ a > 0)

これは円である，すなわち，K が円となる aの条件は

a \=
1

2
……（答）

であり，このときK は

中心 − 2a2 + 2

4a2 − 1
，半径 5a

|4a2 − 1|
……（答）

の円を描く．

• 2a = 1 のとき，w は 2点 2, − 1
2
から等距離にあるので，K は 2点 2, − 1

2
の

垂直 2等分線となり，円ではない．

2a \= 1 のとき，w は 2点 2, − 1
2
からの距離の比が 2a : 1 の点だから，K は円

(アポロニウスの円)である．

よって，K が円となるための条件は a \= 1
2
である．

(2) xy 平面で考えると，題意の線分は
x = − 2a2 + 2

4a2 − 1
…… 3⃝

|y| ≦ 5a
|4a2 − 1|

…… 4⃝

と表されるから，この線分が通過する領域は「 3⃝， 4⃝かつ a > 0, a \= 1
2
」をみたす

a が存在するような点 (x, y) の集合である．

3⃝ ⇐⇒ (4a2 − 1)x = −2a2 − 2
(
∵ a \= ± 1

2
は確認できる

)
⇐⇒ (4x+ 2)a2 = x− 2

4x + 2 = 0 とすると x = − 1
2
であり，0x = − 5

2
となり，不合理．したがって，

4x+ 2 \= 0である．このとき

a2 = x− 2
4x+ 2
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であり，a > 0, a \= 1
2
を満たす aが存在する条件はa > 0

a \= 1
2

⇐⇒


x− 2
4x+ 2

> 0

x− 2
4x+ 2

\= 1
4

⇐⇒

{
(x− 2)(2x+ 1) > 0 (∵ 分母と分子は同符号)

4x− 8 \= 4x+ 2 (これはつねに成立する)

⇐⇒ (x− 2)(2x+ 1) > 0

∴ x < − 1
2
または 2 < x …… 5⃝

である．さらに， 4⃝も満たす aが存在する条件を求める．a > 0より

4⃝ ⇐⇒ y2 ≦
(

5a
4a2 − 1

)2

であり(
5a

4a2 − 1

)2

=
25 · x− 2

4x+ 2(
4 · x− 2

4x+ 2
− 1

)2 = 25 · x− 2
4x+ 2

(
4x+ 2
−10

)2
= 1

2
(x−2)(2x+1)

だから， 4⃝は

y2 ≦ 1
2
(x− 2)(2x+ 1)

y2 ≦ x2 − 3
2
x− 1

∴
(
x− 3

4

)2
− y2 ≧ 25

16

よって，x, yの条件は

y = x− 3
4

y = x+ 3
4

x

y

O
3
4

−1
2

2
(
x− 3

4

)2
− y2 ≧ 25

16

x < − 1
2
または 2 < x

である．
求める領域は右図の斜線部分である．境界は 2

点 (2, 0)，
(
− 1

2
, 0

)
のみ除く．

【5 – 1】t > 0のとき，線分 PQは

P

Q

t

1
t

x

y

O

tx+
y
t
= 1 …… 1⃝

x ≧ 0 かつ y ≧ 0 …… 2⃝

と表すことができる．
tが 1 ≦ t ≦ 2 …… 3⃝の範囲を動くときの線分 PQの通過する領

域は，「 1⃝ かつ 2⃝ かつ 3⃝」を満たす実数 tが存在するような点 (x, y)の集合である．
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t \= 0より 1⃝は

xt2 − t+ y = 0 …… 1⃝′

と変形できる．f(t) = xt2 − t+ yとおく．

( i ) x = 0 のとき

「 1⃝′ かつ 2⃝ かつ 3⃝」⇐⇒


t = y

y ≧ 0

1 ≦ t ≦ 2

⇐⇒

{
t = y

1 ≦ y ≦ 2

求める条件は 1 ≦ y ≦ 2である．
(ii) x \= 0 のとき

f(t) = xt2 − t+ y = x
(
t− 1

2x

)2
+ y − 1

4x

2⃝もあわせると x > 0であり，y = f(t)のグラフは下に凸である．積 f(1)f(2)の
符号で場合分けすると，「 1⃝ かつ 2⃝ かつ 3⃝」を満たす実数 tが存在する条件は

「x > 0 かつ y ≧ 0」

のもとで

(ア) f(1)f(2) ≦ 0 または (イ)


f(1) ≧ 0 かつ f(2) ≧ 0

1 ≦ 1
2x

≦ 2

y − 1
4x

≦ 0

が成り立つことである．

(ア) は

(x− 1 + y)(4x− 2 + y) ≦ 0

である．2直線 y = −x+ 1，y = −4x+ 2は点
(
1
3
, 2

3

)
で交わる．

(イ) は 
x− 1 + y ≧ 0 かつ 4x− 2 + y ≧ 0

1
4

≦ x ≦ 1
2

y ≦ 1
4x

である．y = −x+ 1と y = 1
4x
は点

(
1
2
, 1

2

)
で接し，y = −4x+ 2と y = 1

4x

は点
(
1
4
, 1

)
で接する．

以上を図示すると，下図の斜線部分が得られる．境界も含む．
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1

2

1

y = 1
4x

y = −x+ 1y = −4x+ 2

1
4

1

1
2

1
2

1
3

2
3

x

y

O

• 1⃝′を

y = −xt2 + t

とし，x を固定し，tを 1 ≦ t ≦ 2の範囲で動かしたときの yの値域を求める．
g(t) = −xt2 + t とおく．x ≧ 0 に注意すると

( i ) x = 0 のとき
g(t) = tであり，1 ≦ t ≦ 2のとき

g(1) ≦ y ≦ g(2) ∴ 1 ≦ y ≦ 2

である．
(ii) x > 0のとき

g(t) = −x
(
t− 1

2x

)2
+ 1

4x

y = g(t)グラフは上に凸であるから，y = g(t)の 1 ≦ t ≦ 2における最小値は

y ≧ min g(t) = min{g(1), g(2)} = min{−x+ 1, − 4x+ 2}

2直線 y = −x+ 1，y = −4x+ 2は点
(
1
3
, 2

3

)
で交わる．

最大値については

(ア) 1 ≦ 1
2x

≦ 2
(
1
4

≦ x ≦ 1
2

)
のとき

y ≦ max g(t) = g
(

1
2x

)
= 1

4x

(イ) 1
2x

≦ 1
(
1
2

≦ x
)
のとき

y ≦ max g(t) = g(1) = −x+ 1

(ウ) 2 ≦ 1
2x

(
x ≦ 1

4

)
のとき

y ≦ max g(t) = g(2) = −4x+ 2
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以上を y ≧ 0 に注意して，min g(t) ≦ y ≦ max g(t)を図示すると解答の斜線部分
を得る．

• 1⃝′は
x = 0のとき

y = t

1 ≦ t ≦ 2のとき，1 ≦ y ≦ 2である．

y = 1
4x

1
4

1

1
2

1
2

x

y

O

x \= 0のとき

y = −xt2 + t = −x
(
t− 1

2x

)2
+ 1

4x

と変形でき，この直線 y = −t2x + t と曲線

y = 1
4x
を連立すると

− x
(
t− 1

2x

)2
+ 1

4x
= 1

4x

∴ − x
(
t− 1

2x

)2
= 0

x \= 0より

x = 1
2t

(重解)

であり，線分 PQは曲線 y = 1
4x
にx = 1

2t
で接しながら動く (直線 y = −t2x+t

は曲線 y = 1
4x
の包絡線である)．

tを 1 ≦ t ≦ 2の範囲で動かしながら線分 PQを描くと右図となる．

【5 – 2】

(1) 2点 P
(
cos θ, cos2 θ

)
，Q

(
sin θ, sin2 θ

)
の中点の x 座

P

Q

y = x2

M

cos θ sin θ x

y

O

標が t であるから

t = sin θ + cos θ
2

…… 1⃝

π
2

≦ θ ≦ π より sin θ \= cos θ であり，直線 PQの方

程式は

y = sin2 θ − cos2 θ
sin θ − cos θ

(x− cos θ) + cos2 θ

∴ y = (sin θ + cos θ)x− sin θ cos θ

1⃝より

(2t)2 = 1 + 2 sin θ cos θ

∴ sin θ cos θ = 4t2 − 1
2

…… 2⃝

である． 1⃝， 2⃝より

直線 PQ : y = 2tx − 4t2 − 1

2
…… 3⃝ ……（答）

である．
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(2) 線分 PQ の長さ L は

L =

√
(sin θ − cos θ)2 + (sin2 θ − cos2 θ)2

=
√

(sin θ − cos θ)2 + (sin θ − cos θ)2(sin θ + cos θ)2

であり

(sin θ − cos θ)2 = 1− 2 sin θ cos θ

= 1− (4t2 − 1) (∵ 2⃝)

= −4t2 + 2

であるから

L =
√

(−4t2 + 2) + (−4t2 + 2)4t2

=
√
−16t4 + 4t2 + 2

=

√
−16

(
t2 − 1

8

)2
+ 9

4

である．ここで

t = sin θ + cos θ
2

=

√
2
2

sin
(
θ + π

4

)
であり， π

2
≦ θ ≦ π より， 3

4
π ≦ θ + π

4
≦ 5

4
πであるから

−
√
2
2

≦ sin
(
θ + π

4

)
≦

√
2
2

− 1
2

≦ t ≦ 1
2

…… 4⃝

∴ 0 ≦ t2 ≦ 1
4

である．
よって，L の値の範囲は

√
2 ≦ L ≦ 3

2
……（答）

である．
(3) (2) から，L が最大値をとるのは

t2 = 1
8

∴ t = ± 1

2
√
2

のときであり
√
2
2

sin
(
θ + π

4

)
= ± 1

2
√
2

∴ sin
(
θ + π

4

)
= ± 1

2

3
4
π ≦ θ + π

4
≦ 5

4
πより

θ + π
4

= 5
6
π, 7

6
π
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よって，求める θの値 は

θ =
5

6
π,

7

6
π ……（答）

である．
(4) 2点 P

(
cos θ, cos2 θ

)
，Q

(
sin θ, sin2 θ

)
は共に y = x2 上にあるから，線分PQの

通過領域は，直線 PQの通過領域と領域 y ≧ x2の共通部分である．
θが π

2
≦ θ ≦ πの範囲を動くときの直線PQの通過する領域は，「 3⃝ かつ 4⃝」を

満たす実数 tが存在するような点 (x, y)の集合である．
直線 PQ の方程式 3⃝は

4t2 − 4xt+ 2y − 1 = 0

と変形される．f(t) = 4t2 − 4xt+ 2y − 1とおくと

f(t) = 4
(
t− x

2

)2
− x2 + 2y − 1

である．f(t) = 0が 4⃝の範囲で実数解を持つ条件は

( i ) f
(
− 1

2

)
f
(
− 1

2

)
≦ 0 または (ii)


f
(
− 1

2

)
≧ 0 かつ f

(
− 1

2

)
≧ 0

− 1
2

≦ x
2

≦ 1
2

−x2 + 2y − 1 ≦ 0

( i ) のとき

(2x+ 2y)(−2x+ 2y) ≦ 0

∴ (y + x)(y − x) ≦ 0

(ii) のとき
x+ y ≧ 0 かつ − x+ y ≧ 0

−1 ≦ x ≦ 1

y ≦ 1
2
(x2 + 1)

( i ) または (ii)を図示すると下左図の斜線部分となる．
求める領域はこれを y ≧ x2のもとで図示すればよく，下右図の斜線部分となる．

どちらも境界はすべて含む．

y = 1
2(x

2 + 1)

y = −xy = x

−1

1

1

1
2

x

y

O

y = x2y = 1
2(x

2 + 1)

−1

1

1

1
2

x

y

O
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• 3⃝を

y = −2t2 + 2xt+ 1
2

と変形し，xを固定し，tを− 1
2

≦ t ≦ 1
2
の範囲で動かし，yの動く範囲を求

める．

g(t) = −2t2 + 2xt+ 1
2
とおく．

g(t) = −2
(
t− x

2

)2
+ x2

2
+ 1

2

y = g(t)のグラフは上に凸であり，最小値は

min g(t) = min
{
g
(
− 1

2

)
, g

(
1
2

)}
= min{−x, x}

最大値は

( i ) x
2

≦ − 1
2

(x ≦ −1)のとき

max g(t) = g
(
− 1

2

)
= −x

(ii) − 1
2

≦ x
2

≦ 1
2

(−1 ≦ x ≦ 1)のとき

max g(t) = g
(
x
2

)
= x2

2
+ 1

2

(iii) x
2

≧ 1
2

(x ≧ 1)のとき

max g(t) = g
(
1
2

)
= x

min g(t) ≦ y ≦ max g(t)を図示すると，解答の左図を得る．

• y = 2tx− 2t2+ 1
2

= −2
(
t− x

2

)2
+ x2

2
+ 1

2
であり，直線 y = 2tx− 2t2+ 1

2

と放物線 y = x2

2
+ 1

2
を連立すると

− 2
(
t− x

2

)2
+ x2

2
+ 1

2
= x2

2
+ 1

2

− 2
(
t− x

2

)2
= 0

∴ x = 2t (重解)
y = x2

2 + 1
2

−1

1

1

1
2

x

y

O

であり，直線 y = 2tx − 2t2 + 1
2
は放物線

y = x2

2
+ 1

2
に x = 2tで接しながら動く (直

線 y = 2tx− 2t2 + 1
2
は放物線 y = x2

2
+ 1

2
の包絡線である)．

tが− 1
2

≦ t ≦ 1
2
の範囲で動かしながら直線を動かすと右図となる．
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6 C :

{
x2 + y2 ≦ 3

0 ≦ z ≦ 3

(1) D1 :


x2 + y2 ≦ 3

0 ≦ z ≦ 3√
3z ≦ y

D1の平面 x = kによる切り口D1(k)を考える．

D1(k) :


y2 ≦ 3− k2

0 ≦ z ≦ 3

z ≦ y√
3

であり，切り口が存在するのは−
√
3 ≦ k ≦

√
3のときであり，切り口D1(k)は下の

右図となる．

x

y

z

√
3

−
√
3

k

3

O

z = y√
3

√
3− k2−

√
3− k2

3

y

z

O

切り口D1(k)の面積 S1(k)は

S1(k) =
1
2
·
√
3− k2 ·

√
3− k2√

3
= 1

2
√
3
(3− k2)

であるから，D1 の体積 V1は

V1 =

∫ √
3

−
√
3

1

2
√
3
(3− k2) dk = 2× 1

2
√
3

[
3k − k3

3

]√3

0

= 2 ……（答）

である．

• 切り方を変えてみる．
D1を平面 y = tで切ると

D1(t) :


x2 ≦ 3− t2

0 ≦ z ≦ 3√
3z ≦ t

であり，切り口が存在するためには，第 1の不等式より

3− t2 ≧ 0 ∴ −
√
3 ≦ t ≦

√
3

が必要であり，このとき

−1 ≦ t√
3

≦ 1
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であるから，第 2，第 3の不等式も考えると−
√
3 ≦ t ≦

√
3

t√
3

≧ 0
∴ 0 ≦ t ≦

√
3

のとき存在する．このとき，不等式は

√
3− t2−

√
3− t2

t√
3

3

x

z

O

D1(t) :

x2 ≦ 3− t2

0 ≦ z ≦ t√
3

となるから，切り口は右図の斜線部分となる．
面積 S1(t)は

S1(t) = 2
√
3− t2 · t√

3
= 2√

3
t
√

3− t2

であるから，D1の体積 V1は

V1 =

∫ √
3

0

2√
3
t
√
3− t2 dt = 2√

3

∫ √
3

0

√
3− t2

(3− t2)′

−2
dt

= − 1√
3

[
2
3
(3− t2)

3
2

]√3

0

= 2

3
√
3
3

3
2 = 2

である．
• D1を平面 z = uで切ると

D1(u) :


x2 + y2 ≦ 3

0 ≦ u ≦ 3√
3u ≦ y

であり，切り口が存在する条件は{
0 ≦ u ≦ 3√
3u ≦

√
3

∴ 0 ≦ u ≦ 1

であり，このとき不等式は

−
√
3

√
3

−
√
3

√
3

θ
x

y

O
D1(u) :

{
x2 + y2 ≦ 3√
3u ≦ y

である．u = sin θ
(
0 ≦ θ ≦ π

2

)
とおくことができる．

このとき斜線部分の面積は
1
2
(
√
3)2(π − 2θ)− 1

2
· 2
√
3 cos θ ·

√
3 sin θ

= 3
2
(π − 2θ − sin 2θ)

体積 V1は du = cos θ dθに注意すると

V1 =

∫ π
2

0

3
2
(π − 2θ − sin 2θ) cos θ dθ

= 3
2

∫ π
2

0
{π cos θ − 2θ cos θ − sin 2θ cos θ} dθ
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ここで∫ π
2

0
π cos θ dθ =

[
π sin θ

]π
2

0

= π∫ π
2

0
2θ cos θ dθ =

[
2θ sin θ

]π
2

0

−
∫ π

2

0
2 sin θ dθ = π −

[
− 2 cos θ

]π
2

0

= π − 2∫ π
2

0
sin 2θ cos θ dθ =

∫ π
2

0

1
2
(sin 3θ + sin θ) dθ = 1

2

[
− cos 3θ

3
− cos θ

]π
2

0

= 2
3

求める体積 V1は

V1 =
3
2

{
π − (π − 2)− 2

3

}
= 2

である．

(2) D2 :


x2 + y2 ≦ 3

0 ≦ z ≦ 3

z ≦ −
√
3y

D2の平面 x = kによる切り口D2(k)を考える．

D2(k) :


y2 ≦ 3− k2

0 ≦ z ≦ 3

z ≦ −
√
3y

であり，切り口が存在するのは −
√
3 ≦ k ≦

√
3のときであり，切り口は右図の斜線

部分となる．

x

y

z

√
3

−
√
3

k

3

O

z = −
√
3y

√
3− k2−

√
3− k2

3

y

z

O

切り口D2(k)の面積 S2(k)は

S2(k) =
1
2

√
3− k2 ·

√
3
√
3− k2 =

√
3
2

(3− k2)

であるから，D2 の体積 V2は

V2 =

∫ √
3

−
√
3

√
3
2

(3− k2) dk = 2×
√
3
2

[
3k − k3

3

]√3

0

= 6 ……（答）

である．
(3) Dの平面 x = kによる切り口D(k)を考える．

yz平面上の直線 l : y +
√
3z = 0, x = 0 (z = − 1√

3
y, x = 0) からの距離が

√
3以

下となる部分は直線 lを軸とする半径
√
3の円柱である．この円柱をC ′とすると，D

は C と C ′の共通部分である．
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C ′ を平面 x = k で切ると切り口は直線 l′ : y +
√
3z = 0, x = k からの距離が√

3− k2の 2直線に挟まれた領域となる．
したがって，平面 x = k( −

√
3 ≦ k ≦

√
3)による切り口D(k)は

D(k) :


−
√
3− k2 ≦ y ≦

√
3− k2

0 ≦ z ≦ 3

− y√
3
− 2√

3

√
3− k2 ≦ z ≦ − y√

3
+ 2√

3

√
3− k2

であり，Dの平面 x = kによる切り口は下の右図の斜線部分となる．

k

√
3

−
√
3

√
3

−
√
3

√
3

xO √
3− k2−

√
3− k2

z = − 1√
3
y

z = − 1√
3
y + 2√

3

√
3− k2

3

y

z

O

切り口の面積は

S(k) = 1
2

( √
3− k2√

3
+

3
√
3− k2√
3

)
· 2
√
3− k2 = 4√

3
(3− k2)

であるから，D の体積 V は

V =

∫ √
3

−
√
3

4√
3
(3− k2) dk = 2× 4√

3

[
3k − k3

3

]√3

0

√
3 = 16 ……（答）

である．

• 右図より，D(k)の面積 S(k)は

√
3− k2−

√
3− k2

3

y

z

O

S(k) = 2(S1(k) + S2(k))

であり，求める体積 V は

V = 2(V1 + V2)

= 2(2 + 6)

= 16

である．

【6 – 1】
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(a) 線分AB上の点 Pを固定し，点Qを線分CD上

O

A

B

C

D

M

N
x

y

z

P

Q

で動かすと，線分 PQ上の点が通過し得る領域は
三角形 PCDになる．ついで，点 Pを線分 AB上
で動かすと，三角形 PCD上の点が通過し四面体
ABCDとなる．これが領域 Sである．
本問の四面体ABCDはyz平面，zx平面に関して

対称である．線分AB，CDの中点をそれぞれM，N
とすると，その座標は M(0, 0, 1)，N(0, 0, − 1)

であり，MN ⊥ CDである．
よって，Sの体積は

2× (四面体AMCDの体積)

= 2× 1
3
△MCD ·AM

= 2× 1
3
·
(
1
2
· 2 · 2

)
· 1

=
4

3
……（答）

である．
(b) z軸の周りに S を回転させてできる立体を Rと

O

A

B

C

D
x

y

z

1− t

1 + t

する．
Rの平面 z = t (−1 ≦ t ≦ 1)による切り口は S

と平面 z = t (−1 ≦ t ≦ 1)との共通部分Rtを z軸
のまわり回転させてできる図形である．
Rt4つの線分AC, AD, BC, BDを (1−t) : (1+t)

の比に分けた 4点を頂点とする四角形で，Rtは yz

平面と zx平面に関して対称である．
ここで，線分ACを (1− t) : (1 + t)の比に分けた点は

(1 + t)
−→
OA+ (1− t)

−→
OC

(1 + t) + (1− t)

=
(1 + t)(1, 0, 1) + (1− t)(0, 1, − 1)

2

=
(
1 + t
2

, 1− t
2

, t
)

であるから，z 軸の周りに Rt を 1回転させてできる円の面積は

π

{(
1 + t
2

)2
+
(
1− t
2

)2
}

= t2 + 1
2

π

である．よって，Rの体積は

π

∫ 1

−1

t2 + 1
2

dt = 2× π

∫ 1

0

t2 + 1
2

dt = π

[
t3

3
+ t

]1
0

=
4

3
π ……（答）

である．
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【6 – 2】 C : y = − 1
2
x2 − 1

2
x+ 1 (0 ≦ x ≦ 1)

ℓ : y = 1− x

(1) f(x)は C 上の点 P
(
x, − 1

2
x2 − 1

2
x+ 1

)
と

A

1

1

P

H
Q

Cℓ

t

x x

y

O

ℓ : x+ y − 1 = 0との距離であるから

f(x) =
x+

(
− 1

2
x2 − 1

2
x+ 1

)
− 1

√
12 + 12

=

1
2
(x− x2)
√
2

=

√
2
4

(x− x2) (∵ 0 ≦ x ≦ 1)

=

√
2
4

{
−
(
x− 1

2

)2
+ 1

4

}
よって，f(x)は x = 1

2
のとき

最大値 f
(
1
2

)
=

√
2

16
……（答）

をとる．
(2) 点 Pから直線 ℓに下した垂線の足を H とし，点 A(0, 1)から Hまでの距離を t

とする．このとき，求める体積 V は

V =

∫ √
2

0
πPH2 dt = π

∫ 1

0
{f(x)}2 dt

dx
dx

ここで，Pから x軸に下ろした垂線と ℓとの交点をQとすると，△PQHは直角二
等辺三角形であるから

t = AQ−QH =
√
2x− PH =

√
2x−

√
2
4

(x− x2) =

√
2
4

(x2 + 3x)

∴ dt
dx

=

√
2
4

(2x+ 3)

よって

V = π

∫ 1

0

{ √
2
4

(x− x2)

}2

·
√
2
4

(2x+ 3) dx

=

√
2π
32

∫ 1

0
(x− x2)2(2x+ 3) dx

=

√
2π
32

∫ 1

0
(2x5 − x4 − 4x3 + 3x2) dx

=

√
2π
32

[
x6

3
− x5

5
− x4 + x3

]1
0

=

√
2π
32

(
1
3
− 1

5
− 1 + 1

)
=

√
2π
32

· 2
15

=

√
2

240
π ……（答）

である．
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• ∆xが十分小さいとき，幅が∆xの板が回転してでき

1

1

P

y = 1− x

x

x+∆x

Q

H

x

y

O

る円錐を切り開くと，右下図のような扇形が得られる．
この扇形の弧の長さは円錐の底円の周の長さと一致す
るから

2πPH

であり，微小体積∆V は

∆V = (扇形の面積) ·∆x

= 1
2
(扇形の弧の長さ)PQ ·∆x

= 1
2
2πPH · PQ ·∆x

= πPQcos π
4

· PQ ·∆x

(∵ △PQHは直角二等辺三角形)

= π√
2
PQ2∆x P

Q

∆x

2πPH

であるから，求める体積 V は

V = π√
2

∫ 1

0

{(
− 1

2
x2 − 1

2
x+ 1

)
− (1− x)

}2
dx

= π√
2

∫ 1

0

(
− 1

2
x2 + 1

2
x
)2

dx

= π

4
√
2

∫ 1

0
(x4 − 2x3 + x2) dx

= π

4
√
2

[
x5

5
− x4

2
+ x3

3

]1
0

= π

4
√
2

(
1
5
− 1

2
+ 1

3

)
= π

4
√
2
· 1
30

=

√
2

240
π

である．
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